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CHUONG 11

CAC PHEP DUNG HINH.
DAI SO CAC TRUONG SO

MO DAU

Cic bai toan dyng hinh bao gi¢ ciing 14 mét trong
nhirng d6i twrgng thich tha nhit trong cdc bai tdp hinh
hoc. Nhir ban doc da bigt qua gido trinh nha trurdng,
chi nho ¢6 coinpa va thurdc ké ta ¢6 the thirc hién duge
rit nhi€u cic phép dung khac nhau: chia mot doan
thing ho¥c mot goc lam doéi, v& qua mot- didm mot
duwong vudng goc voi dwong thing cho truée, ndi tiép
trong hinh tron cho truéc moét luc giac déu v.v... Trong
t&t c& cic phép dung d6 thuwde ké chi duwge dang d&
vach dwong thing, chir khong dugc dung d& do hojc
dit cAc khodng cach. Sir han ¢h& truyén th8ng — chi
dung thudc ké vA compa — cé ngudn gdc tir thoi xa
xra, mic diu trong thuc tién, bén than nguoi Hy lap
ciing khong do dir khi sir dung d&n cdc edng cu khic.

Mot trong nhirng bai toan dirng hinh ¢d didn va ndi
ti€ng nht la bai toan Apdloniut (khoéng 220 ndm trirdc
céng nguyén): Cho ba dudng tron, dyng dirong tron
thir trr ti€p xic véi ba duwdng tron da cho. Noi riéng,
khong loai trir trwdng hgp mot hodc nhidu hon trong
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s8 cic duwdong tron cho trude « suy bién» thanh mot
di®m hodc m¢t dirong thing (¢ hinh tron» c6 ban kinh
«khong» hojc «vé ban»), Ching han, c6 th& dé cap
dén viéc ding mot dwdng tron ti€p xuic voi hai duong
thdng cho truéc va di qua mot diém cho trudc, Néu
nhir truong hep riéng nay khong khé khiin gi thi bai
toAn trong truong hgp tdng quat lai 1a mgt bai toan
kha kho,

Trong t4t ca cac bai todn v& dirng hinh (nhd compa
va thudce ké) thl bai toan durng da gidc déu n canh, co
1€ ding dwgc chd ¥ nhit. B3i voi mot loat gia tri ciia n,
ching han n = 3, 4, 5, 6, thi 1oi gidi dd droc biét dén
tir thoi ¢d xwa va d3 dwege trinh bay trong hinh hoc
nhd truong., Nhung déi voi truong hop da giac bay
canh déu (n = 7) thi ngudi ta dd ching minh réng
khong th& dirng dwge. Sau day la ba bai todn cd didn
nira ma loi gidi dd duwge tim ki&m tir 1Aa ma vadn khong
¢6 k& qua: chia mot goc bit ky cho trudc thanh ba
phin bdng nhau, gdp doi mo6t hinh lap phuwong cho
truroc (tirc 1A deng canh hinh 1gp phwong c6 thé tich
gdp doi thé tich binh ljp phuwong cé canh cho trirde)
vd «cdu phurong» mét hinh tron (tirc la dygng hinh
vudng ¢6 di¢n tich bdng dién tich hinh tréon cho trrac).
Trong nhitng bai toan nay ta qui w&c khong ding cac
dung cu khac ngoai compa va thuéc ké.

Nhitng bai toan nan giii nhr viy di din téi mot
trong nhirng xu hwéng Iy thu nhit va co ban nhét cia
tr twdng toadn hoc. Sau vai th& ky tim ki€m vo hiéu
qud, cAc nhd toan hoc dd khing dinh khong thd tim
dugc 161 gidi cla ching. Tigp theo do, ndy ra m¢t vén
dé moi rét quyén rii ciing voi tit cd sir kho khin cia
n6: lam the ngo d? chirng minh mét bai todn nay hay
m¢t bai todn khdc ld khong giéi dugc ?
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Trong 1inh virc dai s ciing c6 mot vdn dé twrong tu
nhir vay lién quan v&i bai toan giai cac phwong trinh
bac 5 va bac cao hon. Trong th& ky XVI ngudi ta da
chirng minh dwgc rdng cac phwong trinh bac ba va
bdn ciing durgre gidi theo mdt qui trinh nhu khi giai
phurong trinh bac hai. Néi chung, cé thé dic trung qui
trinh dé nhur sau: loi gidi hodc «cic nghiém» cla
pbuong trinh dwoce bidu thi bing nhirng bidu thuc
chira cic hé s8 caa phuong trinh va chira cac phép
toan hiru {i — céng, trir, nhAn, chia — hodc phép khai
cidn bac hai, bAc ba hodc bAc bdn. Noi gon hon, cac
phuong trinh dai s§ bac khong qua bdn «duoc giai
b#ing cin thirc». Dd tudng c6 thE mé rong mot cach
tir nhién qui trinh dé cho phuwong trinh bac 5 va bic
cao hon bing cach dung céin thic bAc twong irng,
nhirng khong c6 mot cd gdng ndo dat dén két qua.
Vao thé& ky XVIH da co lic cd nhitng nhA toan hoc 18i
lgc cling Iim tudng rdng da tim ra 1o giai. Nhung
dén ddu thé kY XIX nha todn hoc Italia Ruffini (1763 —
1822) va nha toan hec thién tai Na uy N, G. Abel
(1802 — 1829) méi ¢6 duge mot tu twdng ciach mang
so voi thoi d6 —chieng minh sir khong gidi dugce bing
ciin thire cic phurong trinh dai s3 tdng quat bic n.
Cén hiéu ring, & day, ta khéng d¢ cAp d&€n sir ton tai
cac nghiém clia phuong trinh dai sG bAc n; sir ton tai
cac nghi¢m da dwgce Gaux chung minh chit ché trong
ludn viin ti&n sT cha ong n&m 1799. Nhir vay sir ki¢n
¢6 nghi¢m clia cac phirong trinh dai s8 14 khong cén
nghi ngd, diic biét tir sau khi dd chi ra duge nhitng
phirong phap tinh gin dung céc nghiém voi d¢ chinh
xic tiy y. Nghiém « bling s8» clia cic phwong trinh
dai s8 co gia tri léntrong cdc itng dung, dd duge nghién
ciru diy di. Bai toan Abel va Ruffini 48 dwoce djt ra
hoan toan khac: o6 thé tim nghiém chl nhe cac phép
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toan hitu ti va phép khai céin hay khong? Chinh su
¢8 ghng dat toi cAu tra 1oi déy\du va r6'rang’ cho caxj
hdi nay da thac diy st phat trien tuyét didu cla daisd
hién dai va ly thuy8t nhom, bit diu bdng cic cong
trinh cda Rufiini, Abel va L. Galoa (1811 — 1832).

Sir chirng minh tinh khong thye hi¢n duge cia mot
35 phép dieng hlnh hoc 1a mot thi du thé hi¢n cho xu
hurdng ma ta vira noi dén trong dai sd. Bing cach sir
dung cac khai ni¢m dai s8, ta c6 thé zac minh ngay
trong churong ndy tinh khong thire hién dirge clia phép
chia ba goc, clia phép dirng da gidc bly canh du, cta
viéc glip doi hinh 18p phwrong bing compa va thuéc
ké (Bai toan ciu phuong hinb tron thi phirc tap hon
nhiéu). D& ti€p can hon d&€n vdn dé ma ta quan tam,
ta phai di thco myt khia canh khéac, khong tip trung
vio khia canh phi dinh (dm tinh) cia vin d& — sy
khong thire hi¢n durge nhirng phép dung ndo dé — ma
gan cho né mot tinh chit duons: the nao 1a djc trung
diiy di cho nhitng bai toin dwng c6 thd gidi dwgc?
Sau khi gidi dap dugec cdu héi nay s& c6 thé d& dang
xic nhin nhirng bai todn ma ta dang xétla khong ndm
trong pham tra d6. Nim 17 tudi, Gaux dd nghién ctru
kba niing dung ¢ cic da gidc p — canh » d&u, trong do
p la 6 nguyén t5, Thoi 46, chl moi bigt cich dirng
cho cac trurong hop p = 3 va p = 5. Gaux da chirng
minh ring phép dirng thye hién dwge khi va chi khi p
la 80 nguyén t Fecma : p=2®" 4 1, Nhirng s6 Fema dau
tien 1a 3, 5, 17, 257, 635537. Phat hién nay di gay cho
Gaux &n tong ring 6ng phai tir b5 nghd triét hoc va
quydt dinh hi€n ca d&i minh cho toin hec va trng
duug clia n6. Sau niy 6ng di d¥c bict tir hao v& phat
minh ddu tién 46 cia minh. Sau khi Gauxr m#t, birc
trong bding ddng thau ¢6 b¢ hinh 17 canh d8u cdia ong
dd duoc dung 1&n & Gottingen. Thit kho twdng tuwrgng
26 m¢t vinh di nao 1¢n hon!
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Kui dé cap dén cac phép dung hinh hoc, khéng nén
quén rdng bai toan khdng bao gdm vdn dé vé& cac hinh
voi mot mirc d¢ chinh x4c nhit dinh trong thwc t&, ma
bao gom vén d8 c6 thd thyre hi¢n hay khong thire hién
dwoc phép dng bing ly thuydt voi didu kién cac dung
cu clia tala tuyét d3i chinh xac. Chinh Gaux ¢& chirng
minh kha ning hién thyc v& nguyén téc cac phép diyng
ma Ong d3 xem xét. Ly thuy&t ctia 6ng khong 48 cap
dén vin dé cachthirc hién phép dirng va vig¢c dang cac
thi thust nao d& don gifn quy trinh hojc gidm s8 cic
thaotac dirng cinthi&t. Tt ch nhirng véin d& 46 khongcé
¥ nghfa ly thuyét 1on l8m. Véi quan diém thipe tidn thi
nhirng phép dirng nhur v4y s& khong the cho két qua viray
hon so vii k&t qua dat duwgc bing cach dung mot thirde
do g6c loai tét. C6 1&, phidi gidi thich tinh trang con
ti€p tuc tdn tai nhitng chudi vé tdn « nhitng nguéichia
ba gbc » v ¢ nhirng ngwoi cdu phuong hinh tron », mot
mit & nguyén nhan khong hifu d¥c trung ly thuyét
cua vln d8 cac phép dung hinh hoc, mit khac & sued
tinh khong mudn coi trong cac sy kién khoa hoc da
dirge xac nhgn diy dd. D8 nghi mot s ngwdi ndo trong
88 d6 hidu dwgc todn hoc so cip nén nghién cimu
churong nay.

D2 két lugn, ta nb&n manh ring, & mot mirc d¢ nio
do thi, viéc djt vEn d& vé phép dung hinh hoc cla
chung ta la c6 tinh chdt nhdn tao. T4t nhién, thuoc ké
va compa la nhitng dung cu hinh hgc don gian nhit
nhung yéu cdu han ché & nhirng dung cu d6 trong cac
phép dirng 1a khong thé suy ra dirgce tir ban chit clia
ban than hinh hoc, Nhung cac nha toan hoc Hy lap tir
xa xua di xac nhdn, mgt sd bai toan — gdp déi hinb
14p phrong, ching han — co thd gidi dwgc ndu c6 éke
vudng; ¢6 thé sang ch€ moi dung cu khac bén cunh
compa d& vé clip, hypcbol vA nhitng dudng cong phirc
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tap hon: nhy 46 phawa vi cac hinh dwng dlch sé duge
mé rong rdt nhi&u, Tuy nhién, ta vin phii dya vao
nhirng hitu bidt & trén v& sy thue hién duge cac phép
dirng hinh hec véi didu ki¢n chi dung compa va thuade
xé ma thoi.

PHAN I

SP CHUNG MINH TINH BAT EHA (RHONG THD)
VA BAI SO

1. Phép dyng trwdng va rat nghi¢m bgc hal.

§ 1. CAC PLIEP DUNG HINH HOQC CO BAN

Trong trat tir cia sir phat tridn cic tw tudng tdog
quat, ta bt ddu tir vidce xem xét mdt 83 it cac phép
dirng c8 didn. Vi¢c nghién ciru sau hon tinh ¢6 thé cia
cidc phép dung hinh hoc tat y€u c6 lién quan d&n viée
phién dich m¢t bai toan hinh hoc tkanh ngon ngir dai
36. C6 thd so 43 héa mot bai toin dirng hinh hoc b&t
ky nhur sau: Cho trudc mot sS doan thing ndo dé a, b,
¢, ... phai dyng mét hosic nhicu doan thdng x, y,... Ngay
ca d8i voi nhitng bai toan dirng méinhin thi e6 vé
hoan toan khic, ta ciing c6 th& phat bidu lai theo so
d6 dd néo. Cac doan thdng phdi tim s& duwgc thd hign
ho¥c dwéi hinh thiuc cdc canh cua tam giac cdn dung
ho#c duédi hinh thirc cAc ban kinh cta cac hinh tron,
hoXccac toa d¢ vudng goéc clia nhitng di€@m phai tim nao
d6. B cho don gian, ta gid thir phai dung mot doan
thing x nao do. Irong truong hop nay thi mot phép
dirng hinh hoc dwoc qui v& vide giai mét bai toan dai
§8: 13p h¢ thuire (duoi hinh thirc phuong trinh) gika dai
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lwrgng x phidi tim voi cac dai luyng a, b, c... cho trude
sau d6, blng cach giai phuong trinh ta dugc mét cong
thire cho dai leong x VA cudi cung, giaithich xem c6 th
qui vi¢c tinh x v& nhirng qui trinh dai s3t wong ung voi cac
phép dung thirc hi¢n bding thwéc ké va compa hay khong.
Nhu vay, cdc nguy?n ly clia hinh hoc gidi tich s&1a co s&
clia toan by ly thuy®t dang xét — sir d4c trung s6 lurgng
cliac4csyvathinhhoc trénco s&dura continum sdthirevao.

Truéce hét, ta ru v ring cac phép toan dai sd don
gian nhit s& twong (tng véi cac phép dirng hinh so cip.
Néu cho trirée hai doan thiing ¢6 do dai a va b (phép
do diwegc tién hanh bdng mot
doan th&ng « don vi ») thi rét dé&

f:’_‘f 31 dirng cac doan thidng a + b,
o— y.] a

S

PO a—b,r.a(rlasd bitu ti) —
4 2 b
peo-bofas va ab.
H. 27. Phép dung Mudn dung a + b (1. 27), ta
a+b vaa-b v& mét dirong thing va trén do

diit cac doan OA =a va AB=Db
b&ng compa. Khi d6 OB=a 4 b. Truong hgpa —b
thi A4t OA = a vA AB = b nhuwrng d§t b vé hudong doi
voi huong dit a. Khi d6 OB = a — b. Mudn dirng 3a
ta 33t a + a -+ a, sé 12m fwong tir nhu vay, néu phai
dyng pa, trong d6 p la sd

nguyén, Dung —2— bdng cach

sau (H. 28): Trén duwong thing
b&t k¥ d%it OA = a, sau d6 vé
mot duong thing khac di qua O
Trén duong thing nay ddt mét
doan bit ky OC = c va dyng a

oD — 3ec. H. 28. Phép dung 'F

N&i A vo6i D va v& qua C mét




duwdng thing song son3 véi AD, duong thing nay clit
OA & dilm B. Cac tam giac OBC va OAD ddng dang,
OB OB OC 1 a
b = = = —vaO0OB = —.
nghta la — OA ~ 0D 3
T3ng quét hon, cé thE ding a/q (q nguyén) bing cach
nhw vdy. Thuc hién thao tac do

o tren doan th&ng p.a, ta diung

N> dwroc r.a (trong d6 r = p/q 14 s8
X , hiru ti tay y).

“au- " Mudn dung a/b (H. 29) ta dit

d OB = b va OA = a trén cic canh

H. 29. Phép dung 3/3 clia mot goc bt ky dinh O va
trén canh OB ta djt doan OD =1.

Qua D v& dwdng thing song song voi AB cét OA
& didm C. Khi d6 ta c6: OC = a/b, Phép dyng ab dirge
th& hién trén hinh 30, & day AD la dudng thdng di qua
A song song v&i BC,

Tt nhirng didu trén suy ra cdc phép toan dai s6 « hiru
ti » cong, trir, nhin, chia thiyc hién trén cac dai laong
cho trrée, c¢6 the thurc hién nhe
cdc phép dirng hinh hoc. Xudt .
phat tir cac doan thing cho truée 'F’—'ld
do bé&i cac s§ thue a, b, c..., ta g
c6 the dirng mot dai luwong tuy 2N
y bidu thi hitu ti qua a, b, c... o
bing cach thue hién lién ticp cac ’ A
phép dung don gian, tirc la chi
dga vio bdn phép dung co bdn H. 39. Phép dung atb
ke trén. Tap hop t8t ca cac dai
lzgng c6 the thu duge tir a, b, c,... bdng cach trén tao
thank m¢! fruong s tirc 1a mot tap hop s8 co tinh chit
la: moi phép toan hiru ti thirc hign trén hai (hofc nhigu
hon) phin ti cha tap hop do lal cho m¢t phiin ti ciing
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clia tap hop d6. Ta nhé lai réng tap hop tat cA sd bira
ti, tdp hop tdt cd cac s3 thiwe, tap hop tit cd cic s8
phirc ciing 14p thanh nhitng tredng nhuw vay. Trong
trrong hop ta dang xét, ngwoi ta noi rdng 46 la truong
sinh ra bdi cac s a, b, c,... cho trixde.

Mét phép toAn méi s& dua ching ta virot khoi gidi
han cla mét trrong 1d phép khai phwong. Néu cho
trzée doan thdng a thi doan thing Va s& digng duge
chi nho compa va thude ké. Trén mot dwong thing
bat ky ta dit OA = a va AB = 1 (I1.31).

Sau d6 vé dirong tron dwedng kinh OB va tr didm A
dyng dwdng vuong goc voi OB cit duong tron & di€m
C. Goc C trong tam giac
OBC la géc vuong (theo
mot dinh ly dai biéttrong
hinh hoc so cép: goéc ndi
tiép trong nuia duong
tron 1A goéc vudng).
Nghia la OCA = ABC
H.31. Phep dungVa va cac tam gidc vudng

OAC va CAB d6ng dang.

Néu djt AC = x, ta c6:
X

a
—;—=—1-.x2=a,x=Va.

2 Da gide d2u. Bay gi¢ ta xét mot 88 bai todn dung
phirc tap hon. Ta bit diu bing phép dung thap gidc
déu. Ta gid thi&t r&ng hinh thip giac d&u n¢i tiép
trong hinh tron ban kinh 1 (H.32) va biéu thi canh cta
né 1a x. Vi géc & tam nhin canh x 14 369, cho nén mdi
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goc con lai cia tam gidc 1on la
7.0, Nhir vay thi dirong dirt doan
s& chia doi géc A vachia tam giac
OAB thanh bai tam gidc cin c¢é
cac canh bén 13 x. Do d6 ban kinh
duong tron s& gom hai doan x va
1 — x. Vi tam gidc OAB la dong
dgng véi tam gidc nhé trong hai
tam gidc ma né bi phin chia ra,

H. 32. Thap gisc 42u

cho néntacé—l-= X . Tile nay din dén
x 1—x

phurong trinh b4c hai x* + x — 1 =0, mJt nghiém clia
né c6 dang x = _Y_f_’i__l_ (ta khong d& y d&n nghidmn

con lai vi né tuong tng voi gid tri am cta x). Tir
cong thirc thu duge ta thdy co thd ding doan x bing
hinh hoc. C6 doan x, ta dirng dugc thap gidc déu
biing cach djt muodi ldn ddy cung x thco dwong tron.
Tx d6, ta ciing d& dang dwng dwgc ngii giac deu
bing cach ndi cich mét cac dinh cia thip gidc voi
nhau.

Pang nhé diyng V5 theo phwong phép chi trén
hinh 31, ta ciing c6 th& dirng canh huy&n clia tam giac
vudng ¢6 cac canh 1 va 2. Sau d6 bot di mot don vi
va chia do6i doan con lai.

Ti s8 OB/AB trong bai toan vira xét duge goi 1a ty s6
«ving » vi theo ¥ ki&n ctia cic nha toan hoc Hy lap thi
hinh chit nhat ma cac canh c6 tI sO do la thich hop
dic bi¢t v& thim my voi mit ta. Gia trj clia ti s8 nay
gdn bing 1,62,

Trong tdt cd cac da giac d8u thilyc giac dBu dé ding
nhdt. Vi d¢ dai mdi canh cia luc giac déu ngi tiép
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trong hinh tron bdng ban kinh
hinh tron, cho nén viéc dyrng
n6 khong c6 khé khin gi
néu tadit theo dudng tron
sau ln doan thing ban kinh,

Néu ¢6 moi dagiic d&u n —
canh thi c6 thé ding duge
ngay da giac déu 2n — canh
b3ng cAch chia doi cung giira
hai dinh k& nhau clia da giac
n — canh, B4t ddu tir durdng
kinh cia hinh tron (da giac « hai canh » déu néi tiép) ta
dirng lién ti€p cac da giac 4, 8,16, ..., 2"—canh. Ciing
vdy, bt diu tir luc gide, ta dirng dwoce da gidc 12, 24,
48... canh, cdn biit ddu tir thip giac, ta duge da giac
20, 40, ... — canh.

N&u bidn thi d¢ dai mot canh clia da gisc n—canh
d¢u n¢i ti&p trong hinh tron don vi (trc 1A hinh tron
c6 ban kinh 1) la s, thl canh cia da gidc déu 2n —
canh la:

H.33 Lyc gise Qéu

Sgq = 1/2'—}/4—Sn2.
Diéu niy dugc chirng minh nhw sau (H.34):
s, = DE = 2DC, s,, = DB va AB == 2. Dién tich tam

giic vaong ABD bing -;—BD.AD, hoic bﬁng%—AB. CD.
vi AD = {AB*—CD2Zcho nén,néud¥it AB=2, BD =s,,
CDh = -%—sn va 80 s&nh hai bidu thirc dién tich véi

nhau, ta c6:

S, = Sy, ¥4 —s,i hay sh == s2% (4 — 820
Con phai gidi phrong trinh bac hai d8i voi x = 3,3 v&
khi chon nghiém lwu y ring x phai nhd hon 2,
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Tir cong thirc 86 suy ra (vi 84—
0 canh hinh vuéng bdng Y37)

Sg =V2—:7§—' ,

A a —rz
siw=V2—y21y5
H.84. G3p 40i canh cia V.V, ..
da giac d2u Ta c6 edng thirc tdng quat
(khi n > 2):

= \2VEE T AT

trong 46 vé pbii bao gio cling ¢6 n —1 cin thire. Chu
vi clia da giac 2"—canh n¢i ti€p trong hinh tron bin
kinh 1 b&ng 2°s, . Kni n tién t&i v6 han, chu vi d6 cé
gioi han la 49 dai dwong tron, bdng 2x theo dinh
nghia;
2“52n - 27‘ khi n -~» oo,

Chia cho 2 va thay m vao chd n—1 t& duge cdng thire
sau day cho s =:

2m Vz—V“‘V‘& +.e+ V2 — x (khi m — )
m cin thirc

Ta tém tit cac k&t qud tim duwgc & d4y nhurr sau:
Cac canh ciia da gisc d8u2°—canh, 5.2"—canh va 3.2°—
canh noi ti&p trong hinh troén don vi dugc tinh bing
cic phép toan hiru ti — phép cdng, phép trir, phép
nhan, phép chia — va phép khai phrong. Do dé co thd
dyng dwge ching bing compa va thuoc ké.
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3. Bai toanApolonint. Mot bai toan dung khac s& duge
giai kha don gidn ndu xét n6 vo6i quan didm dai s8 —
do la bai toAn ndi ti&ng clia Apodloniut vé dung dudng
tron ti€p xiic v&i ba duwong tron cho trede da nhic dén
& trén. Trong difu ki¢n ciia doan nay ching ta thiy
khong ciin thiét phai tim mot loi gidi dfc bist thanh
lich cia né. Ta chi ciin x4c nhin moét vdn d& quan
trong vé mit nguyén tic: bai toan Apoloniut gigi duoc
bdng compa va thuw¢c ké. Ta s& néu vén (it chirng minh
ciia n6; vén d& vé& phép dirng dep nhit s& dwge trinh
bay & sau.

Gidi thir tAm clia ba dudng tron cho truéc 13n hrot
c6 toa do (x4, y1)» (%p. y2) Va (X5 Vi), cOn cac bén kinh
b3ng r,, ry va ry. Biéu thi toa dé tam dudng tron phéi
tim 14 (x, y), ban kinh [a r. Dé dang viét ra cac didu
kién tiép xuic cha hai dung tron néu chu ¥ réng khodng
céch gifra cdc tAm bing tdng ho#c hitu cic ban kinh
tuy theco chuing ti€p xic ngodi hay ti€p xic trong. Viét
ba didu kién cia bai toan duwdi hinh thire dai s, ta
dugc ba phuong trinb:

=2+ = (rtr)=0 1)
(X=X (y— Yo )’ +(rx 1)t =0 (2)
(x=%) +(y—y) + (£ 1p)*=0 3)

sau khi bién ddi c6 dang:

x4 y? — 1?2 — 2x%7 — 2yy; + 2rr; 4 x} 432 4- 1} =0 (1a)
YeV..o,, trong moi phrong trinh phéi chon dfu (+) hay
ddu (—) tay theo sip ti€p xic 14 ngoai hoidc trong (H. 35).
Cac phuong trinh (1) (2), (3) 1a bic hai d8i véi cic dn
%, y, I, nhung chung co c4c s8 hang bac hai nim trong
cac 1O hop gidng nhau nhu ta di thdy trong dang khai
trién (la). Boi thé&, n&u trir (1) cho (2) ta dugc mét
phuong trinh tuyén tinh ddi voi x, y, 12
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H. 35. Cac dudng tron Apdloniut

ax + by - cr =d C))

trong d6 a = 2(x; — X,) v.v.. Ciing vay, trir (1) cho (3)
ta c6 phwong trinh tuyén tinh:

a’x + by+4cr=4d (6)]

Gidi cAc phuwong trinh (1) va (3) dGi voi cacdn x va y,
nhitng An nay dugce bidu thi tuyén tinh qua r, sau do6
th& vao (1) ta dwgc mot phuwong trinh béc hai ddi voi
r gidi dugc bing cac phép toan hitu ti va khaicin. Néi
chung, phuong trinh nay ¢6 hai nghiém, trong d6 chi
c6 mot nghi¢ém dwong, Tinh xong r, ta tim ti€p cacgia
tri x va y biing cach thé (r) vao nhirng cong thirc di thu
dwoe trrge d6. Prong tron tam (x, y) ban kinhr phéi
ti€p xuc voi ba duong tron da cho. Trong toan by qua
trinh gidi chi ¢6 nhitng phép toan hitu ti va phép khai
phrong tham gia. Tir d6 suy ra rdng phép dirng X, ¥
va r ¢6 thé thye hién duegce chi nh compa va thwdc ké,
Trong trrong hop tdng quat, bai toan Apoléniut cé

8 lvi gidi twong rng voi 2.2.2 = 8 t3 hop co thé duge
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trong viéc chon cdc diu (=) vA (=) trong cic phirong
trinh (1), (2), (3). Vigc lira chon cac dau thich hop phu
thudc vao kidu ti€p xuac (trong hofic ngoai) véi mébi
duong tron cho traéc. Qua trinh dai sd clia ching
ta hoan toan c6 thé khong dan d&n cac gia tri thue %
y va r. Ching han, d6 la trudng hop cd ba dwrong tron
cho trurdc dong tAm; khi do thi tit nbicn bai toan hinh
hoc ciia ching ta khong c& mot 101 gidi nao. Ciing cin
thdy trirde khit niing xdy ra trudng hop «suy bién»:
ching han, n&u cd ba dudong tron «suy bi&ns thanh
nhitng didm cing ndm trén mot dudng thdng; khi do,
dudng tron Apoloniut sé «suy bién» thanh chinh
dirrng thiing 6. Ta khong thdy cién thiét phai xem xét
tdt ca cac chi ti&t ciia vdn d8. Chinh ban doc ¢6 nhitng
k¥ niang dai s0, s€ tir lam viéc dé.

§2. CAC SO €O THE DI'NG BUPQYC VA CAC TRUONG SO

1. Ly thuyét tdng quat. Trong nhirng trinh bay & tren,
ta di ¢d giing x4c dinh cii nén dai 88 chung cia cic
phép dizng hinh hoc. M6i phép diyrng hinh hoc 1i méot
chudi cac giai doan lién ti&p trong 30 cac giai doan sau
day : 1) vé dwong thdng qua haididm, 2) tim giao diém ca
hai dudog théing, 3) v& drdng tron c6 tAm va ban kinh
chotrude, 4)tim giao diém ciia dwong tronvai mot deong
tron khac hofc mot dudong thing. Mot y&u td (digm.
drongthing, deiongtron) duge coi la di bi&t néu no la
gia thiét cho triroc clia baitoin, hodc ndu dd ding durgc
no trong giai doan truéc cha bai toan. Khi phén tich
bai toan v& mit ly thuy@t, ta mang toan b phén dirng
dang xét vao m¢t hé toa toa do x, y nao d6. Khi d6 cac
y&u t3 cho trude duge bidu didn bdi nhirng didn hodc
nhitng doan thdng trong mit phing x, y. Néu chi cho
triege myt doan thing thi no cé thé durge thira nhan 1a
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doan doa vi, do d6 mot did¢m x =1, y = 0 duwge xic
dinh. C6 khi, trong qua trinh dung nay ra nhirng yéu
t5 tay y: v& nhirng dudng thing béat ky, dyng nhirng
di&m hoiic duwong tron bat ky (thi du c6 thé gip y&u t&
bt ky khi dirng trung didm ctia mot doan thing: v&
hai duong tron co tAm Ia cic mit cha doan thing c6
ban kinh bing nhau tiuy ¥, sau do ndi cic giao didm
lai). Trong nhirng trieong hgp twong ty, bao gid ciing
co the coi y&u t8 tuy y 1a hitu ti: c6 thd chon di¢m tay
¥ 820 cho no co cac toa 49 hitu ti, mot dudng thing tay
¥ ax-+ by + ¢ = 0 sao cho cic hd s& a, b, ¢ la hitu ti,
mét dudng tron tay ¥ sao cho cic toa d¢ ciia tam-va
d6 dai clia ban kinh 13 hiru ti. Ta qui wéc rdng,
néu c6 nhitng y&u td tuy y tham gia phép dirng thi ta
s& chon chung la hiru ti: vi nhitng yéu t0 dé thue sy
1a tay ¥, viéc lrra chon nhu vy khong anh huwdong dén
k&t qud phép dung.

Bé cho don gidn, trong 14p ludn sip toi ta gid thir
rdng trong gia thigt clia bai toan chi cho mot y&u t§ —
do la doan thing c6 d¢ dail. Khi dé, theo cac két qua
§1, ta c6 th dirng béng thiréc ké va compa moi s thu
duge tir don vi nho cac phép toan hiru ti, tirc la cac
sd hitu ti r/s, trong d6 r va s la cic 30 nguyén. H¢
théng s8 hiru ti 12 «déng kin» 48i voi cae phép todn
hitu ti: tdng, hiéu, tich, thwong (bao gio ciing trir
tradng hop chia cho 0) clia hai s3 hirn ti 14 nhitng 88
hitu ti. Moi t4p hgp sd co tinh chdt dong kin ddi voi
bdn phép toan hiru I goi la mét trudng s6.

Xu#t phat tir don vi, c6 the xay dirng toan bd trréng
s8 hiru ti, do d6 xay dung dwgc moi di€m hiru U (tie
li nhitng dim c6 ca hai toa d¢ déu hitu tI) trong mit
phing x, y. Sau d6, nht compa c6 thé xay digng nhitng
86 hiru ti loai Y2, ma ta dd.bidtla n6 di vt rangodi
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gioi han clda trueong s8 hiru ti (xem § 2 chwong II).
Nbirng, dung xong ¥ 2, con c6 thé dyng tiép cac s&
dang a 4 bV 2 (1) nho cac phép dirng hiru ti (§1), trong
dé a va b la nhirng s3 hiru ti. Ciing c6 th® dung cac 83

dang %/_ ho#c (a + by 2)(c + d¢y2) trong do
a, b, ¢, d hitu ti. Tuy nhién, cic 88 ndy bao gid ciing
€6 th& viét duréi dang (1), Thuye vay:

a + b/'2 a4+ b/2 ¢ — dy2 _

c+ df 2 c 4+ dfY2 ¢ — dY 2

ac — 2hd be¢ — ad

=c3_2d2+ _2d2',2—p+q}/23

trong do p va q hitu ti. (MAu s8 c¢2 — 2d? khéac O b&i vi

— c
tir ¢* — 2d2=0suy ray 2 = —, didu pay mau thudn

vi ¥ 2 vo ti). Ciing vay:

(@ + by 2)(c + dyV2)=(ac+ 2bd) 4 (bc+ad) Y2 =
=r+sy2,

trong do r va s hiru ti, Nhu viy, xuit phat tr {2, ta
c6 th® dirng dugc tdt cA cac 88 dang (1) trong do6 a va
b hirutl.

Nhir 14p luan trzoe &84y da chung to, cac sddang (1)
tao thanh mét truedng. Treong nay rénghon truong sO
hiru ti va chira n6é nhir mot bé phan («tredng con »).
T#t nhién, tredng moi khong rong bing truerdrng 88 thrre.
Ta biéu thi trudng 86 hitu ti 14 Fy, truong 88 dang (1)
la Fy. Ta d&@ chirng minh ¢6 thé dyng méi s8 thude
trrong « m& rong » F,. Cé thE ti€p tuc m& rong pham
vi s8 dirng duge, bding cach sau day cbing han: chon
mot 86 trong trrdng Fy, thi du s8§ k=1 4 V2 ,dem
khai phrong né ta diuge mot s8 méi c6 thé dung dirge
ViIT v = VE- 6 nay sé sinb ra mot trwong (§1)
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gdm &t c& cac 86 dang p + qV'k (2), trong d6 p vi q
la nhirng 88 thudc trrong Fy, tirc lacacsddanga + by 2»
trong d6 a va b la nhirng s hitu ti thugce I,

T4t cA nhing 33 nay 12 dyng duwge vé&i didu kién chi co
mot dogn thing cho trudc ban ddu. NEu cho truoe hai doan
thdng thl mot doan c6 th® duge nhan lam doan thdng don vj.
Ta gia thiét ring doan thiing thi hai dwgc bidu thj qua doan
thing thi nhat bing sd «, Khi d6 ¢6 tht dung mdt trudug G
gom tit ca eac s8 dang:

am®™ F apm—12" L el 4 g 4 ag

bpe" 4 by_,&" 1 4 . 4 byx 4+ by
trong &6 agse..y Ty VA bgreery by hiru tI (m va n 1a nhirng s&
pguvén duong tuy ¥).

Bay gir ta s& xufit phat tir mot gid thigt tdng quat
hon. Gia thir ta bi&t cach dirng moi 83 cia mét truong
s8 IF nao do. Ta s& chirng td rdng viéc chi dung thuce
ké khéng dica ta vuot ra ngoai gii han cua truéng F,
Phirong trinh cua diryng thdng di qua bai didm toa d¢
a,, by vaas b: thujc treang F ¢ dang: (by — b,) x +
+ (a; — a,) y + (athy — a,b)) = 0. Ciac hé s8 cla
phurong trinb nidy déu phy thu¢c hitu ti vao cac s8
trong treong F va do d6 bdn than chiing ciing thuge
treong F Hon nita, n&uta c6 hai dudng thing «ax +
+ By +T7=0 vaxx 4+ By 47T =0 v&i caic hé s8
trong F, thi toa d¢ giao didm cia ching, thu dwgctrong
khi giai h¢ thdng cac phwong trinh 46, sé la:

TP =Y Al —Ya'
af}’ — Be’ Y= af’ — Ba’ ’

B&i vi chung ciing 1a cac 88 trong F, cho nén rd
rang viéc chi 4p dang thuéc ké khong dwa ta ra khodi
gioi han cha F. Nbung ta ¢6 th® virgt ra khoi F nho
compa. Mudn th¢, ta chon trong truwong F mot s8 k nao
d6 sao cho 83 Yk khong thugc F. S8 ¥k ciing nbuw

X =
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cac s dang a4+ b y 2 (3) trong do a, blanhitag s3 tay
y trong F 1a dirng e nho compa. Tong va higu ciia
haisda 4+ by kva ¢+ d ¥k, tich ciia ching
(a + bV k) (c + dVk) = (ac + kbd) + (ad — be)/ k
va tl s& clia chung:
a+bVk (a4 bVk(c—dy¥k _
c+dVT(— - c? - kd? -
ac — bd . bc —ad -
e t ek E

lai 1A cac s&dangp + ¢y k , trong do6 p va q thu¢e F.
(MAu 88 c? — kd? khong triét tién, bdi vi ¢ va d khong
dBng thoi bing 0; ndu khong, ta s& co VK =, didu
nay maun thudn voi gia thiét ¥ k khong thudc F). Nhwr
vay, t4p hop cac s6 dang a + by k tao nén mot treong
E* nao d6. Truong E' chira truong rhu I' nhir « mt
tredng con » (chi cin dit b = 0). Tas€goi [’ 14 trirong
«mo réng».

P2 lam thi du ta xét treong F cac 88 dang a + by 2,
trong do a, b hitu ti, Ta 14y k = y2 . Khi d6, cic s8
clia treong mé rong F*co dang (p + @V 2. trony do
pvaqthuoc F,p=aL-by2, q=a + b V2 (cic
s8 a, b, a’, b’ déu hitu t}). Moi s8 thudc F' déu co thé
viét dwgce duéi dang do, chnghan:

N V2 —-Vv72 _V2—-V2
V2+ V2 G2 4v)(h2—-V2 2—v2
= V2 ¥y =V—i—(2+ V2) 2+V7V'§=
2—-y2. 2—y2 1-2 4-—2

— 1+ VD) =1+ VTV
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'Ta di chirng minh dwge ring, xudt phat tr mat
truong F cac sb dyng duege nio dé6 va né&u chon
mot 86 k tuy y cia truong do, ta co thé dirng
$6 Yk bing thuroc ké va compa, nghia 14 dyng dlmc
moi s6 dang a+b ¥V k, trong d6 a, b thugc I,

BAy gio ta sé chung minh ddo lai néu chi dung com-
pa, ta chi c6 thé thu dugce cac 33 co6 dang dd néu. Thure
vay, voi mot 13n ap dung compa chi co thé lam duge
mot trong hai vige: ho¥c tim giao didm cia dudng
tron va duéng thing, hoic tim giao didm cla hai
dirong tron (moi vige twonyg dwong voi phép dung toa
do giao di¢m). Duong tron tdm E, n ban kinh r €6
phuong trinh (x —£)2 4 (y — )2 =r?; bdi thé n&u &, vy,
r, thu¢c F thi phwong trinh dwong tron dwge viet duwoi
dang x%-j- y?+ 2ax 4+ 28y -+ vy = 0 s& cO cac h¢ sda, B, v
ciing thugc F. DPuong thing ax+by+c =0 ndi hai
didm c6 toa d¢ thudc F ciing s& c6 cac h¢ s0 thuge F.
Khir y tir hai phirong trinh nay ta dwroc maot phuong
trinh béic hai dang Ax?4 Bx--C =0 d6i voitoa do x
cha giao diém cha duwong tron va dudng thing voi cac
h¢ s8 A, B, C thugc F (cu thd& a? 4 bz = A,
2 (ac - b2%ax — aby) =B, ¢ —2bef + b2Y = ().

Nghiém dugce chy boi cong thire:

_ —Bz+ { B*—4AC
2A ’
¢6 dang quV—E trong d6 p, q, k thu¢c F., B3i voi
toa d¢ y clia giao di€m ta ciing ¢6 cong thirc nhir vay,

Mat khac, néu dé cap dén hai dlrorng tron
X2+ y2 -+ 200 - 2By -y ==
X2+ y24 22'x 4 28’y 4 ' =0,
thi khi trir phwong trinh nay cho phuong trinh kia, ta
dugc phirong trinh tuyén tinh
(@-a) xt(@E—p)y+(y—y) =0
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co the gidi duoc n€u k&t hgp n6 v&i mot trony hai
phuong trinh dudng tron.

Trong ck hai lrudong hop, phép ding sé cho ta hai
toa do clia mot hojc hai didm méi, nhitng dai lvony
mé&i nay c6 dang p4q V k , trong d6 p, q, k thuéc F
Djc biét ban than V k co6 thé thu¢c F, chdng han, né&u
k =4. Nhung noéi chung diéu nay khong xay ra.

Ta tom tét lai mot ldn nira. Xudt phat tir mot s& dai
legng cho trude nao do6 (cdc doan thdng hojc cac sd)
béng thudc ké, ta ¢6 thd deng duge moi dai lwgng ctua
treong F sinh ra boi cac dai lirgng cho triedc nbo cac
phép toan hiru ti, nhung khéng vurgt ra khoi gioi han
cua trurong do. Néu dung compa ta sé€ md rong trirong
cac dai lrong c6 thé dung duge va duge mot triurong
méi mé rong F* gdm cac s8 dang a4+-b{  k trong do
a, b, k thuoc F. Truong F la treong con cua trirong
F'; moi s thudc F ciing thudc F' vi co thd &t b= 0
trong cong thirc a+b V k (gid thi& rdngyk la mot
s8 khoéng thu¢c F, néu trai lai thi F* trung voi F). Ta di
chirng td rdng sau méi budc dwng hinh (lrc 1a vé
duong thing di qua hai didm cho trirde, v& duong tron
€6 tdm va ban kinh c¢ho triréc ho¥c tim giao didm cia
hai duong tron ho#ic hai dudng thdng cho trwoe) hoje
ta thu duegc nhirng dai lrong thudc treong ban diu.
hojc khi dueng mét céin b4c haita dirgc mét treorng mdi,
mot trrong m& rong cia cac dgi lugng dieng duge.

Bay gi¢, ta s& xac dinh chinh xic tap hop tét ca cac
dai hrong dyng duoc chi b8ng thuéc ké va compa. Ta
s& xudt phat tir mét trizdng Fy nao d6 xac dinh bdi cac
dai lugng ndm trong gid thi&t clia bai toan. Chéing han,
d6 s& 1a trrong s8 hiru ti n€u nhu chi cho trudgc mét
doan thng chon lam don vi. Sau d6 «gén» vao trudng

mot dai hwong Vg (ko thude F,, nhung vk, khong
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thudc 17y), ta dung mot truong méi I, cac 88 diyng
dwgc c6 dang a + by Vkg, trong d6 a, b, thudc F,.
Ti€p d6, nho vige « gin» vk, (k, thudc Fy, nheng Vi,
khong thuéc F;) vdo thi ta dirgc mét trudrng maoi Fy
gdm cac 88 co dang a, 4 b, Vk, trong dé a, va by thude
Fy. L¥p lai quy trinh nay, ta di dén mét treang F, san
viéc «gin» vao n cin thiec bac hai. Bdng thuéc ké va
compa la ¢6 thé dieng dwgec nhitng s§ ma sau mél sé
hitu han ldn « gin » vdo theo cdch mé 1a & trén vdn ndm
{rong truéng mé rong I, va chi dung duec nhitng s
do thoi.

S8 n 1dn «gdn» vao khong co gia tri gi d&c biét lon.
Tuy nbién, n6 xic dinh mdt phdn mirc d¢ phirc tap
ciia bai toan dang xét. Ta minh hoa quy trink vira mé
la bing thi du sau. Phai dirng s0

Gia thir Fy la mot trrong s8 hitu ti. Dit k, = 2, ia
duoc trirong F, chira s6 1 + Y2, Sau do My k; =1+V2
va ko = 3. S8 3 dugc chira trong tredng ban diu F,, do
dé6 ndm trong trwong F,, vi th& ddt ko = 3 14 hoan toan

c6 the duge. Sau do6 ta chonk, = V 142 4 {3 va cudi
cung k, = V V1 + V‘_f+ V3 + 5. Trudng F, thu dwoc
sau d6 s€ chira so ta cdn c6 bdi vi V6 chira trong nd

V2 va ¥3, cho nén tich cha V2 va Y3 ndm trong F,,
tirc 1a ndm trong F,.

2. Moi 36 dyng dugc la 86 dai 86. Néu truong ban dau
Fo 1a trirdng hitu ti (sinh ra bdi doan don vj) thi moi sd dyng
dugc 14 cac 86 dal s3 (dinh nghia s6 dai s da néu & trang
181). Chinh cac 8§ cla truwgng Fy la cac nghiém clia nhirng
phuvong trinh bic hai, cac 8 clia truomg F2 12 c4c nghigm cia
phirong trinh bac b8n va tdng quat, céc s8 cha truong Fy la
cac nghi¢m clia phuong trinh bac 2 voi hé s6 hiru ti. Trugs
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tién, ta s&€ chuwng minh di¢u nay d6i véi truing Fg va bit didu

bing mot thi du. Gidthirx = ¥ 2+ V3+ V2. Taco (x — V2=
=3+ V2, x2 4+ 2—2V2 x=3+ V2 hay x* — 1= }2(2x +1)
12 phuong trinh bac hai véi cic hé s6 trong Fr. Binh phuwong
hai v& duwge phuong trinh*(x%2 — 1)? = 2(2x + 1)* 1a bac bén
v&i eac hg s6 hiru tl. Trong truwong hop tdng quat thi mdt s§
bat ky ciia truéng Fy sé c6 dang x =p +q Y trong dé
P» 4. w thudc trudng Fy, tire 13 c6 dang p = a +b¥Vs.q=
=c¢ + d }rs_.(t):e-}- f¥s, trong d6 a. b, c,d, e, f. sla
nhitng 38 hiru ti. Tir ding thirc (4) ta ¢6 x2 — 2px + p? =q’0,
trong d6 tit ca cic he s6 d&u thudc truong Fi va dugc sinh
ra boi dai lugng Vs. B&i thé c6 thd viét lai ding thie cubi
cung thanh ding thire x2 4 ux + v = Vs (rx + 1) (trong 46
cic b¢ sd r, s, t, u, v 1a biru ti). Binh phirong lén ta duee
phwong trinh bic bdn (x® 4 ux - v)? = s(rx -+ 1)? (5) véi
cic h¢ s6 hiru tI. B6 1a diéu phii chiang minh.

Muén k&t thue ching minh dinh ly cho trueong hop toéng
quat, khix thude triedng I véi chi sdk tiy y, chi cdn ching
td nhur & trén rdng x théa min mdt phuong trinh bic hai véi
cic he s6 trong truong Fy—,. Sau a6, bing cach 13p lai qui
trinh ching minh, ta chirag minh ring x thdéa mén phuong
trinh bac 22 = 4 vai cac hé sé trong trudng Fip_p 0< I< k.
Khil = k ta s& co k&t qua cubi cung.

§ 3. BA BAl TOAN CO BIEN KHONG GIAL BUQC

1. Gdp doi hinh 19p phwong. Dén day ta da chulin bi
diy di d& nghién ciru cac bai toan tir cd xwa vé chia
ba m¢t gée, gdp d6i mot hinh l4p phwong va dirng
hinh da giac bay canh d&u. Truéc hét ta xét bai toan
gdp doi hinh lap phrong.

N&u hinh 14p phurong cho trurée c¢6 mot canh bing
don vj thi thé tich clia n6 s& biing mot don vi thé tich,
Cin tim canh x cla hinh ]ap phuwong ma thé tich lon
géip d6i. Nhu thé thi canh phai tim théa mén phuwong
trinh bac ba don gian: x? — 2 = 0 (1)
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Chirng minh cia ta v& sy khong thé dung dugc 33
x chi biing theoc va compa ¢6 tinh chilt « gidn tiép ».
Gia thir ’c6 th® digng duwore nhue vay. Thé thi theo cac
k&t qud thu dwoc & trén, 85 x phai thudc vio mot
trueong F, niao d6 suy ra tir treong s8 hiru ti biing cach
«gino lnen ti€p vao d6 c4ac cléin thire bac hai. Bay gio
ta chieng to rfing gia thidt nay s& di1 té¢i mau thuin.
Ta d3 biét s x khOng thd thudc treong s§ hiru ti Fo
b&i vi Y214 s8 vo ti. Co nghia 14 phai gié thir ring no
thu¢c vdo mot trong cac treodng m& rong [, trong do
k 1A s8 nguvén dwong. Ta cé quydn gid thi&t k l1a s8
nhd nhit trong ¢ac 33 nguyén nhwr vay, tuc la gid thiét
x thuge P, nhung khong thude F,_;. Didu nay nghia
12 ¢6 the viét x duéi dang x = p + qV w, trong d6 p,
q va o thuoc mot truong F, _; nao do, nhung ¥ w khong
thugc truong do. Ti€p do, bidng cach dwa vao mot 1dp
ludn dai s6 kha don gian (nhirng 1ap ludn twong luw
duoc ap dyng fwong d8i nhiéu), ta chirng t6 néu
p + q V w la nghié¢m clia phuong trinh (1) thiy = p —
— qf w ciing 1a nghi¢m cla phuong trinh d6. B&i vl x
thugc trirong F, cho nén x* va x> —2 ciing thufc trudng
Fy,» nghia la :

x> —2 = a4 byy
trong d6 a va b thuoe F,_;. D& tinh duogc
a =p’+3pqiw—2 va b= 3p2q4-q3w. Néu ta diit y =p -
q/ w thi dé th8y réng y> —2=a—b }  (2'). V1 ta dd
gia thit x la nghiém cia phwong trinh (1) cho nén
a4 bYVw =0 (3). Norng tir ding thirc nay lai suy
ra ca hai s a va b-bding 0 (day la khau co ban caa lap
luan !). Thye vy n&u b khac 0 thi tir (3) ta c6 diing

. — a —
thire ¥'w = — — trai voi gid thit Y& khong thudc

treong F,_;. Nhur vy b = 0, khi d6 tir (3) suy raa==
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Nhung néu ta x4c nhan rdng a= b=0 thi tir ddng thire
(2) suy ra ngay y = p—qV{ @ la& nghi¢m cia phuong
trinh (1) b&i vl y> — 2 = 0. Hon nita, y # x, tirc 14
X —y#0. Vi s8 x —y = 2qV wchi co the tri¢t tieu khi
q = 0 ma trong truong hopnay thi x=p € thugc vao
trueong I, _, la diéu ma ta khong gia thiét,

Ta dd chirng minh rfing n&u x== p 4- q¥  1a nghi¢m
clia phwong trinh bac ba (1) thi y=p ——qy’ w 1a mot
nghiém khac khong bing v&i no ciing cin phwong
trinh #y. Nhirng didu nay didn ngay dén mau thuan :
y=p — qf w la s3 thgc b&i vi cac s8 p. q Y o diu
thgee, nhirng phurong trinh (1) chi ¢6 m¢t nghi¢m thee
va hai nghi¢m do.

Gié thi&t ban diu cia ching ta din dén mau thudn
tic 14 no sai; b&ithé, nghi¢m cia phrrong trinh (1)khong
thé thugc vao trrong K,. Nhu viy, vige gép doi hinb
lap phrong chi bing thuwéc va compa lakhdng thE duoe.

2. Mot dinh ly v& phuong trinh bge ba. Phan két
thuc cta 1ap luan dai s§ vira dan thich ing voi mét
phuong trinh dic biét ma ta dd@ ngbién ciru dén. Mudn
nghién ciru hai bai to4n khac nita chda thoi xura thi
pbdi dga vao m¢t dinh Iy nao dé c6 tinh chit tdng
quat. V&i quan didm dai 83 thi cd ba bai toan d¢u lién
quan d&n viéc giai phuong trinh bac ba. Ta di biét
néu x,, Xz, X, 14 ba nghiém cia phuong trinh b4c ba:

+azi4+bz4+c=0 )

(1) Ba thoe 23 + a2 + bz 4 ¢ thé vidt dwoi dang tich cla
ba thira sé (/ —x1) (2 — x¢) (z —x3) trong 46 x4, x2, X3 la
cac nghiém clta phwong trinh (4). Td 46 suy ra dong nhat
thuc: 22+ az2 4+ bz + ¢ = 23 - (x1 + x0 + x2)22 + (x;xz-b
~+ xaxa3 + x1x3)z — x1x0x3, V& b&i vi cac hé s6 trong che loy
thira cung bac phai bdng nhau cho nén:

- a= 13+ xg+ x5, b = 1;x2 4+ xexa T x3x3, © = — x1x813.
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thi chiing lién hé v&i nbau bai hé thue @

%1 L+ X2 + %y = —al &)
Ta xét phuong trinh bac ba (4) trong do cac hé so a,
b, ¢ la cac s8 hiru ti. Tit nhién, c6 th& xayv ra trerong
hop mot trong cdc nghiém cla phurong trinh la s hiru
ti; ching han phuong trinh x3 — 1 = 0 ¢6 nghi¢m 1 1a
‘bitu ti, khi dé thi bai nghiém kia théa min phuong
trinh bac hai x2 4+ x 4+ 1 =0 la cidc sO &o Bay gio ta
s& chirng minh mot dinh Iy {3ng quat nhur sau: Néu
mét phuongirinh bacbavoi he s6 hituti khong ¢6 nghi¢m
hitu ti thi, xuat phat tix truéng hitu Ui Fo, khong tht c6
mot nghig¢m nao cua nécé the dung duge chl nlié compa
va thuoc ke,

T'a s& chirng minh bing pbirong phap gian ti€p nhu &
trén. Ta gia thi ring sd x nghiém ding phwong trinh (4)
13 dung duge. Nhu viy x phii thugc mét truony I,
ndo dé6 la trrong cudi cung trong chudi cic treong mér
rong lién tiép Fy, F,,..., Fy, Nlur treéc day, ta ¢6 quyén
gid thi€t rdng khéng co nghiém nao clia phurrong trinh (4)
thuoc vao truong F,_, (didu ma k khong phai 14 O
dugce suy ra ngay tir gia thiét ca dinh ly: x khong thé&
las8 hitu (). Nhir vay, c6 thd viét x dwdi dang x =
= p+qV w trong do p, q, ®w thuoc trrong F,_, nhung
w khong thudc F,_;. Chinh lap ludn dd dan & myc
trén dwra d&€n k&t luan rdng s6y =p —q V w ciing
thuge F, 12 nghi¢m cia phrong trinh (4)° Ta thdy riing
q+0tuclax +y.

Bay gio» tir ding thue (5) ta k&t ludn ring nghi¢m
thir ba cia phirong trinh (4) duge cho boi cong thic
U= —a—x—y. Nhung vi X 4+ y = 2p che nén
u=—a—2p.

Sir bi€n mit cla ciin thire Y © chirng td ring u thude
trrong F,_,. Didu nay mau thuin voi gia thiét k 1a s8
nguyén nho nhét sao cho truomg F, chira nghi¢m ciha
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phirong trinh (4). Phai bac boé gia thi&t d& néu vi né
ddn dén mau thuin va pbdi thira nhdn ring khong
¢6 nghiém nao ciia phwong trinh (4) thudc vao F,.
DPinh ly di dugc chirng minh. Dira vao dinh ly nay c6
thé¢ khidng dinh ring mot 83 nao dé la khong thé dung
duge chi bing thuoc va compa néu nhir ta chirng to
duge s6 4o 12 nghiém cliia m@t phurong trinh hac ba
vOi cac hé s0 hitu ti khong co nghiém hitu ti. Bay gio
ta di c6 thé xem xét hai bai toan con lai. Ta luu ¥
ring moi bai toan nay khong c¢6 hinh thirc dai s3 trirc
tiép nhwr bai toan di xét & trén.

3. Sy chia mot goc ra ba phan bang nhaua, Ta sé
chirng minh ring trong Irwong hep tdng qudl thi sy
chia mot goc ra ba phan bing nhau chi bing thiroc va
compa 1a khong duge. Tat nhién co nhirng goc, ching
ban goéc Y09, goc 1809, co thé chia ra lam ba phin bing
nhau dugc. Ta cén chi ra rdng khong co mot qui trinh
dirng thich hop vai moi goc. Vi phwong phdp tong quat
phai dang cho moi goc, cho nén muc tiéu cua ta sé
dat duoc néu ta chi ra ft nhdt m¢t goc ma khong thé
chia ba drge. Nhu vay, sir khong ton tai mot phuong
phdp chia ba tdng quat s&€ dugc xac nhan, néu ta
chirng 16 riang khong th& chia ba goc 60° nhir thuée ké
vd compa chdng ban.

Co thé tim droc twong duong dai sd cia bai toan
dang x¢t bing nhitng phuong phéap khac nhau. Phuong
phap don gidn nhit la gia thi€t rdng goc 0 dugce cho
boi cosin clia no : cos § = g. Nhitng cosin ma ta luu y
toi lién h¢ voi nhau boi. cong thie lwgng gidc don
gian:

0
cos 8 = 4 cos’ —0— - 3cos —

N6i cach khac, bai todn chia ba mdt goc 8 (sao cho
cos 8 = g) twong duong voi viée diyng nghiém caa
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.phuong trinh b4c ba: 423 — 82 — g =0 (6). Vi, theo
trén, ta c6 quyén dit 0 == 60°, g = cos 60° = —;— » cho

nén phirong trinh (6) c6 dang
822 — 62 =1 (7)
Dira vao dinh ly d3 dwgc chirng minh trong mue
treée, ta chi clin ching t0 rdng phuwong trinh nay
khong ¢6 nghi¢m hitu ti. Ta d#t v = 2z, phwrong trinh
3& co6 dang don gian hon:
vVv—-3v=1 ®)
Néu c6 s hiru t v = % théa mén phuong trinb dé,
trong do r va s 12 nhirng 88 nguyén khong c6 thira 85
chung (> 1) thi ta phai c¢6 ding thirc r> — 3sr == 8%
Tir 86 suy ra rlng s s* — r (r* — 3s2) chia h&t cho 1
nbhu thé thi r va s c6 thira s chung n&u nhur r khéng
bing + 1. Hoan toan twong ty nhu vdy, ta k&t luin
ring s8 r> — s (s 4 3r) chia hé&t cho s?, nghia 1A r
va s co thira s§ chung, néo nhu s khong biing ¢ 1.

Nhwng vi phén 6 — 1a t3i gian theo gia thiét cho nén
]

phdi k&t luan ring cAc s6 r va s bdng t 1, tic v= =% 1.
Nhung khi thay thé v =41 vd v=—1 vio phuong
trinh (8), ta thiy rdng trong cA hai treéng hops phuong
trinh khong dwrgc thda man. Nhu vdy, phuong trinh (8)
va do 40 phwong trinh (7) khong ¢6 nghiém hiru ti.
Nhé& d6 sir khong th& chia géc lam ba phin bing nhau
da duvoc chirng minh,

Pinh 1y piy duge chirng minh v&i gid thidt thude ké duge
xem nhr mdt dung cu 42 v& &uong thdng d&i qua hai didm
cho truwdc chit khdng dang vao viée g! khac nitu. Thyc vay,
kbi ta néu diic trung cla nhitng s6 dyng Quge, ta chi 82 cip
8&n mijt st dung nhu thé clia thuée ké. Néu thia nhin nhirng
ung dung khic cho thuée ké thi t§p hop cac phép dyng thye
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hién Auoc s€ dwoc md rdng rat nhiéu. Phuong phap chia ba
goc sau dAy di dugc néu trong tuydn 14p clia Acsimét 12 mot
thi du kha tot.

Gia st cho géc x (H. 36). Ta kco dai canh ndm ngang clia
goéc vé bén 1rai va v& nira hinh tron tam O ban kinh r tdy y.
Ta danh diu trén thwéc k& cic di®m A va B sao cho AB = r.
Sau do djch chyu¥n thwée k& dén vj tri sao cho didm A cla
thirde nidm trén canh kéo daf cia géc, didm B pim trén ntra
hinh tron 83 vé vh ddng thof thude ké di qua giao di¢m cla
canh thir hai elia géc véi nka hinh tron. O vi tri nay cla
thwée ke, ta v3 mot dudng thﬁng tao voi canh kéo dai ciaa
goc x mot goéc bidu thi 1a y.

4. Hinh bay cgnh d¢n Bay gio ta xét bhai todn dirng
canh x ctia hinh bay canh déu néi ti€p trong hinh trén
don vi. Pon giAn nhdt 1a giai bai toan bing s phirc
(xem chuong I, §5). Ta biét ring cic dinh cia hinh
bay canh déulacéc nghiém cda phrrong trinhz? —1=0
(%) trong @4 cdc toa d6 x,y cia mdi dinhk la cac phin
thire va 4o clia 58 pbircz=1x + yi. Mot nghi¢m 1A z=1,
cac nghi¢m con lai s€ théa mén phirong trinh:

27—1
7z —1
Chia cho z* ta duwgc phurong trinh méi :

=264 2 4 28 423 + 22424 1 =9 (10y

SRNE I SIS SRR SRS (11)
73 z2 ¥ 4

Cac phép bién d8i dai 38 don gidn s& dwa n6 dén
dang :

R
+(z+%)+1=0 (12)
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BE[Z+£— =Y,

ta dwgc phurong

) trinh bac 3:
A Y4y —-2y—1=
A 7 =0 13)
H. 36. Phuong phap chia ba géc cia 18 bi&t rﬁ.ng z la
Acsimet ciin bic bay cua

don vi dugc cho

b&i cong thirc z = cosg + ising (14) trongd6 ¢ = 360°

14 géc nhin tir tAm hinh tron xung canh cia da giac;

ngoai ra, ta con suy ra % = cosp — ising, nhir th& thi

y=z+4 1 2cosep.
4

Néu ta bi€t cach dirng y thi ta bi&t ding ca cosp va
ngueec lai. Nhr vay, n€u ta chirng minh dugc rdng khong
thé dung duoc y thiciing chinh Ia dd chirng minh rdng
khing to® dirng duoc cd ¢l4n z; do do6 sé khongdirng
durge hinh bay canh. Cho nén, dya vao dinh ly & muc
2, chi con phai chirng minh rdng phuong trinh (13)
khong c6 nghi¢m hiru ti. Diéu ndy duwoc chirng minh
bing phuong phap gidn ti€p. Gia thir phuong trinh

(13) c6 nghiém hitu ti L , trong d6 r vA 8 1 nhitng 83
s

nguyén khong co thira s chung. Néu vay, ding thire

r’4 1?3 — 2rs?2 — 3 =0 (15)
phii dugc thoa mén. Tir d6 rd rang r* chia hé&t cho s,
con 83 chia h&t cho r. B&i vir va s la cac 88 nguyen td
cling nhau, cho nén méi s& 46 phai bing +1. Nghia la
cd y (n€u nod la sd hiru ti) ciing pbai bdng hodc (4 1),
hoyic (— 1). Nhung phép th& vido phuong trinh (13)
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chirng té réng ca 1 va — 1 d2u khong phai la nghi¢m
cua phuong trinh. Nhue vy, khong thd dyng dwge y
va do d6 khong ding duge canh cia hinh da giac bay
canh d&u.

S.Nhong cha y ve cdu phuong trinh tron Cac phurony
phép twong d6i so c¥p da giup ta nzhién ciru d&n cung
bai toan gip déi hinh lap phuwong. chia ba mét goc va
dgng hinh biy canh d&u. Nhirng, bai toan ciu phirong
hinh trén thi phirc tap hon nhiéu va doéi hoi nhirng k3
thuit cua gidi tich toan. B&i vi hinh tron ban kinh r ¢6
dién tich =r?, cho nén hai toan dung hinh vuong co
di¢n tich bing dién tich hinh tron c6 ban kinh 1, s&
trong dwong voi vieec ding s8 Y © bing canh hinb
vudng phai tim. S8 V = chi dwng dwogc trong triong
hop s8 = dirng dwrge. Dira vao dic trung tdng quat cla
cac s8 dirng duoc, ta s& chirng minh dwge tinh khong
giai dwgc cla bai toan ciu phrrong trinh tron néu ta
chirng té = khong ndm trong mét truong I, nao sinh
ra tur trurong s§ hiru ti b¥ng cach « gén » vao lién ti€p cac
cin bic hai. B&i vi moi s§ thudc vao cac trerong nbuw
viy 12 cdc 85 dai 86, tirc 12 thda min cac phuong trinh
dai 88 vOi hé 38 nguyén, cho nén sir khéng gidi duoc
clia bai toan clu phirong hinh troa s€ duge chitng minh
néu ta chirng minh dugc x khong phai lasd dai 3, ma
1a sO siéu viét.

Cong cu ciin thidt d& chirng minh tinh siéu vigt cha
80 & dugc Saclo Ecmit (1822 — 1900) sAng taora, ciing
ddng thoi d& chirng minh tinh siéu viét clia sée.F.Lin-
doman (nfim 1832) dd& hoan thién thém phuong phap
Ecmit, chirng minh durge tinh siéu viét cia sd = va di
k&t thuc vin d& khéng giai dap duwge tir hing nghin
n#m. Chirng minh cia Lindoman wirgt ra ngoai y dinh
clia cudn sach nay, ddu rding n6 vira sirc voi hoe sinh
di bitt ft phidu vé gidi tich toan hec.
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PHAN 2

CAC PHUONG PHAP DUNG KHAC NHAU

§4. CAC BIEN POI IiINH HOC — PHEP NGU[CH DAO

1. Cha y chang Trong phinthir hai nay cia churong
ta 38 xcm x6t mot cach c6 hé th8ng moét s§ nguyén tac
chung c6 th® 4p dung dregce vio cic bai toan ding. Da
88 cic bai toin s& trd nén dé& hon rit nhidu n&u xét
ching v&i quan didm chung clia a cdc bi&n ddi hinh
hocr». Pang nh& nghién ctru tirng phép.dirng riéng bigt
thi ta s& nghién ciru m¢t l&p cac bai toan lién hé voi
nhau b&i nhitng qui trinh bién d8i nao d6. Kha néng
lam béc 16 rd 'rang ban ch&t sir vat cla tur tedng vé
16p céc bi€n d8i hinh hoc hoin toan khong bi giéi han
& cac bai toan diwng ma con cé quan hé gin giii voi
toAn bd hinh hoc néi chung. Trong cac churong IV va'Vv
ta s€ ¢6 dip d4nh gi4 vai tro clia cic bi&n d8i hinh hoc
trén pham vi rong rii hon nhr vay. Khi ta budc phéi
nghién ciru mdt trong nhirng loai bi€n ddi d¥c biét —
phép nghich ddo ciia mdt phdng ddi véi mot dwong tron
thi d6 chila sy m& rong phép d8i xirng true thong
thedng.

Khi néi v& phép bién d8i (4nh x3) cia mit phing
vdo chinh no, ta dé cidp d&n mot quy thc nio d6 cho
rng v&i mdi didm P clia mit phing mot didm khac P?
ciing thu¢c mit phdng do. Thi du don gidn nhit v&
Phép bi€n ddi nhu th& 1a phép ddi xreng truc clia mit
phdng qua mot du(‘xng thdng L cho triede. Didm P &
mot phia cia L, s& ¢6 anh 1a “didm P & phia bén kia
cia L sao cho L vudng goc voi doan PP’ tai trung didm
clta no. Mot phép bign ddi c6 thd gii nguyén vi tri
clia nhitng didm nao @6 clia mit phing, trong thi du
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clia ta thi d6 chinh la nhitng dim cfia dwong thing L,
Cac thi du khic ctia phép bi&n ddi la phép quay cia
mit phing d&i vei mot didm ¢ dinh O, sau d6 dén
phép tinh ti¢n song song chuydn dich méi diém theo mot
huéng da cho voi cung mot khoang cach (nhitng bién
ddi nay khong c6 di¥m bt bién), cudi cung mot thi du
tdng quat hon la sy doi hinh cha mit phiing, n6 bao
gém cac phép quay va phép tinh tién song song.

Bay gior ta d& y dén mot 1op cac phép bién ddi dic
biét khac — do6 la phép nghich ddo d8i voi cac dwong
tron (c6 khi con goi 1a cac phép d3i xirng tron do s
gidng nhau cha phép bién ddi nay voi s phan xa
lrong grong ciu), Gid thi, trong mit phing ¢ dinb,
cho truéc mét duong tron C tam O (goi 1a tam Loiic cire
ctia phép nghich ddo) ban kinh r. th clia didm P la
diém P* ndm trén duong thing OP & cang phia cha P
ddi voi O sao cho OP . OP’ = * (1)

TR

oo

H. 37. P8i xttng clla mét didm H.38. Nghich ddo cta mot

a6i voi mot dudng thing. didm d8i voi dwoug tronm,

T dinh nghia ndy ta suy ra n&u P’ la anh cda P thi
P s& 1a anh cha P’ (trong bién ddi d& cho). Pifu nay
cho phép ta goi cac diém Pva P la nghich dio cha
nhau ddi voi duong tron C. Phép nghich ddo bién mién
trong clia duong tron thainh mién ngoai va ngugec lai.
Thire vay, tir bAt ding thirc OP <Ur suy ra bét diing
thire OP' > r va, ngwoc lai tir bt déng thie OP > r
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suy ra b&t ding thirc OP" < r. Cac didm bEt bién cua
mit phing la c&c didm cia bin thin duong tron C. Qui
thc (1) khong xac dinh m¢t anh nao cda tam (circ) O ca.
Nhung ré rang ring kbi P d&n dén O thi &nh P cia nd
ra xa vo t4n, Vi ly do do ma doi khi ta néi ring trong
phép nghich dio thi ‘anh cia tdm la diém xu v6 14n.
Ich lgi clia thuat ngit nay & chd né cho phép ta khéng
dinh rding phép nghich dao xic dinh tuong wng mot —
mot gilta tft cd cac di€m clia it phing ma khong c6
ngoai 1¢. Méi diém clia m#t phing c6 moét va chi mot
dnh vaA bén than no la anh cla mot va chi moét didm.
Ta nhiin manh rdng cic thi du v& bién ddi hinh hoc da
ddn ra & trén ciing c¢6 nhirng tinh chit sau cang nay.

2. Tinh ch#: caa phép nghich dao. Tinh chit quan
trony nhit clia phép nghjch déo la né bi€n ddi nhirng
dvrong thing va dudng tron thanh nhitng dirong thing va
duong tron, Chinh xac hon, ta c6 cac két qua sau ddy:

a) mot duing thlng di qua O bi&n thanh m¢t dudng
thing di qua O.

b) mét duong thdng khéng di qua O bign thanh mot
duong tron di qua O.

¢) mét dwdng tron di qua O
bi€n thanh moét dwong thing
khéng di qua O.

d) mot duong tron khong di
qua O bi€n thanh mét duwdng
tron khong di qua O.

Khong cidn ching minh
khing dinh a) béi vi theo dinh
nghia phép nghich ddo thi rd
: rang méi diém trén duong
H. 30. Nghich dio cia thing dang xét ¢6 anh la mot
mot dwong thing doi voi di€m nao d¢é ciing & trén
duong tron. durong thing dy, sao cho ddu

ring cic ditm ritng biét trén
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dudng thdng c6 chuvén dong nhurng toan bo dwong thdng
khong thay d3i. Ta chitngminh kh3ng dinh b). Tir O ta
ha dwdng vudng goc xudng duong thing L (H. 39).

-4

2

’ 4&

H. 40. Nybjch dao cla duédng tréa.

Gia thir A 1a chan cha dwong vudng goc nay, A' la
mot di¢m nghich dao voi didm A. Ta liy mot didm P
b4t ky trén dudrng thing L vé biéu thi di®m nghich dao
cia no 1a P, Boi vi OA, OA' = OP.OP' =r?, cho nén:

O\’ OP

or OA’
b&i thE cac tam giac OP" A* va OAP dong dang va goc
OP'A’ vudng. Trong tryrong hop nay thi tir cac dinh 1y
cia hinh hoc so cdp suy ra P’ ndm trén dwrong tron
K dwong kinh OA*. Do d6, drongtron nay ciing 13 dnh
cia dwrong thing .. Nhr vdy khing dinh b) 43 duoc
chitng minb. Kh&ng dinh c) dwgc suy ra tir nhan xét;
néu anh ciia L 1a Kthi anh cia K la L. Con phai
chirng minh khing dinh d), Gia thir K 13 dudng tron
khong di qua O, tdAm M ban kink k (H.40). Mudn tim
&nh cda no, ta vé qua O mot dwdng thing cit K & cac
didm A va B rdi xét xem cac anh A’ va B® bién thién
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thé€ nao khi hurong ciia duong thing thay ddi va khiné
ciit K theo nhirng cach khac nhau. Bidu thi cac khodng
cich OA, OB, OA", OB, OM la a, b, a* b’, m va gi thir
t 1a d¢ dai cha ti€p tuyén voi K v& tir di€m O. Theo
dich nghia phép nghichdio ta c6 aa’ =bb" = r¥; theo
tinh chit hinh hoc ciia duong tron thi ab =1t2, Néu chia
d&ng thirc thur nhé&t cho ding thurc thir hai ta c6:
a’ b’ r?

__—_—__:_:cl’

b a &

trong do6 c¥ chi phy thude vin r va t, tirc 12 khéng phu
thuge vi tri cac di€m A va B, Bay gid ta vé qua A’ mot
dwong thing song song voi BM, goi Q 1a giao diém ciia
no6 voi OM. Dit 0Q = q, A'Q = p. Khi d6:

q9_2_° hodic q :ﬂa—'zmc‘l, p == l—(-a—.-=kc‘2.
m b k b b

Didu nay co nghfa la voi moi vi tri cda A va B thi bao

gior cling chi tdn tai mot ditm Q trén duong thing UM

va khoang cach A'Q ciing khong thay ddi. Ciing nhu

vay B'Q = p boi v -a—;)— = —b—- Nbir vdy, anb clia céc
a

diém A va Btrén K s& la nhitng diém c6 khoang cach
dén Q bing dai lrgng p khong ddi, néi cach khac, dnh
cia K la duong tron, Khdng dinh d) di dwoc chirng
minh.

3. Phép dgng bang hinh hec ctc didm nghich déo.
Dinh 1y sau d4y s& c6 fch cho muc 4 chwong ndy : Bi2m
P’ la nghich ddo cia didm P d8i vai duong trén C c6
th? dung dwrgc bing hinh hoc chi nhé compa. Diu tién
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ta xét truong hop P
néim ngoai hinh tron G
Ta v& cung tron tam P
cit C & cac die¢m R va
S. Sau dol3y ciac diém
Rva$S lam tam ta v&
edc cung tron ban kinh
r (b&ing ban kinh hinh
tron tdm (). Nhirng
cung nay cit nhau & O H. 41. Nghjch 3o cha didm &
vAa & didm P {rén ngoai hinh tron.
duong thing OP.

Trong cdc tam gidc cdn ORP va ORP' thi ORP =
= POR = OPR,

hay OP . OP’ =r?% Do 46 P’ 1a dim nghich ddo clia
diér1 P ma ta phai tim. Néu didm P cho trrdc n¥m
trong C thi phép dirng va chirng minh van con hi¢u lire
néu duoong tron ban kinh OP cit deong tron C tai hai
didm. N&u khong cit nhau thl ta c6 thé qui v& trurong
hop tredce blng cach don gian hon nhue sau. Truedc hét,
ta cha ¥ rdng trén dwong ndi hai diém A va O di cho
¢6 the dirng dirge chi bing compa mot didm C sao cho
AO = OC. Mudn vay chi cin v& durong tron tam O ban
kinh r = AO. Sau do, bdt d&u tir didm A ta danh diu
lién tiép trén duong tron do6 cac difm P, Q, C sao cho
AP = PQ = 0QC = r. Nhur vay, diém C s& la didn phai
dirng; dicu nay la rd rang vi cac tam gide AOP, OPQ,
0QC la tam giac déu, goc gita OA va OC 1a_180° va
OC = 0Q = AO. Lip lai qui trinh vira din, ta c6 thé
dit doan AO trén dudng thdng mot s8 lin tuy ¥. Béi
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vi 40 dai doan AQ == rY 3 (ban doc thir lai d& dang) cho
nén nhan d4y ta da deng dugce ¥3 xufit phat tir doan
don vj ma khong dang d&n thiroc ké,

Bay gio ta dd co th& dyng duoc didm nghich dao cua
didm P d6i voi dwrong tron C n&u P ndm trong C. Truoc
hét, ta tim mot didm R nao d6 trén dudng thing OP
ga0 cho OR 14 boi ctia OP va R ndm ngoai C : OR=n.0P-

Mudn th& chi cin d4t lién tiép khoanyg cich OP bing
compa cho d&n khi vugt ra ngoai C. Sau dé, nhir phép
dung di bigt ta im duge didm R’ nghich dao voi ditm
R. Luc nay ta co:

r? = OR". OR = OR’(n OP) = (n OR").OP

Con pbai dung didm P’ theo difu kién OP' = nOR"
va nhu th€ bai toan di dugce gidi quyét,

4. Chia d0i mot dosn thing va tim tam mot duvong
tron cho trueéc nhu thé nao. Sau khi da bi&t cach tim
mot didm nghich dio voi didm cho trudc, ta c6 thd
thure bién duge nhitng phép ding ly thi tidp sau bdng
compa. Ching han, bay gi& ta s@ tim trung dim cta
mot dogn thing c6 cac mit A va B cho truéc bing
compa ma khéng ciin v& bén than doan tking 6. Sau
day 12 101 gidi cia bai toan nay, Ta v& duong tron ban
kinh AB tAm B va bit diu tir A ta djt lién ti&€p ba cung
ban kinh AB. Pitm cudi cing C s& ndm trén dudng
thdng AB, ta ¢6 AB = BC.

rJ @
. ¢
A ’ -
H. 42. Gfip dof 106t dogn thing. H. 43. Phép nghich dio

mot didm & trong hinh tron
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H.44. Tim trung di¥m cha H. 45. Tim tam cia mit
mdt doan thing hinh tron

Sau d¢ ta v& duong tron ban kinh AB tAm A va dung
didm C* nghich dio ciia didm C d3i voi dueyng tron do.
Nhur vidy ta c6: AC.AG == AB2, AC'.2AB = AB:.
2AC’= AB. Do d6 C’ 1a trung didm cta doan théng.
‘Mot phép ding khac bdng compa ciing dung d&n diém
nghich ddo la vi¢c tim tAm clia dwong tron cho truréc
khi chira bi&t tAm do. Ta 14y mot didm P tay ¥ trén
dirong trén va Iy né lam tam vé mot dueong tron ban
kinh tuy y cit duong tron d& cho & cac didm R va S.
L&y nhitng didm nay lam tAm v& cic cung ban kinh
RP==SP cétnhau &di¢m Q (khic didm P). So sanh didu
da thu degc voi H.41, ta thdy rdng tAm Q' chwra biét
la didm nghjch ddo ctia didm Q d8i v&i dudng tron tam
P. Nhrr dd biét, ta c6 th& dung duge Q' bdng compa.

§5. CAC PHEP DUNG NHO' CAC DUNG CU KHAC..
CAC PHEP DU'NG MAXKERON BANG COMPA

1. Mot cach dyng cd didn d2 gdp doi mot hinh lap
phwong. Cho d€n bay gio, ta chi xét nhirng bai toan dirng
hinh hoc ma khéng dung d&n cac dung cu khac ngoai
compa va thwéc ké. Néu dung thém nhitng dung cu
khac thi chic chin 1a 88 cac phép dung khac nhau cé
the thirc hién duge s ting 1én rit nhidu. Thi du sau
day s& chirng td nguwoi Hy Lap di gidi bai toan gép
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d6i hinh 1ap phuong nhir th€ ndo Ta xét (H. 46) mat
g6c vuong ¢ dinh MZN va mot chir thdp vuoéng géc
dong VW PQ. Hai thanh phu RS va TU c6 th® truot
nhune vdn vudng géc véi cac canh cia goéc vudng.
Trén chit thap chon hai didm ¢3 dinh B vaG, trong dé
khodng cach GB = a va BE = { cho truoc. - Dit chir
thap sao cho cac di€m E va G theo thir ty n&m trén
NZ va MZ va chuyén dich cac thanh TU va RS d&n vi
tri sao cho c4c tia cua chir thap BW, BQ, BV di qua
cic dinh A,D,E cta goc vuong ADEZ. Vi tri d& chi ra
trén bhinh vé (voi di€u kién f > a) la luon ludn co thé
dirgec, Ta thdyngay: a:x =x:y =y:{; ndu dit f =2a
ta dugc x> = 2a’. Do d6 x la canh hinh l4p phurong co
thé tich gdp do6i hinh lap phuong canh a. Nhur vAy thi
bai toan dé ra da duwoc giai quyét.

2. Phep dyng chi
bang eompa.N&u nhu
khi stt dung mot s3
nhitu hon cac dung
cu khéc nhau ta s@
gidi duge mot lop
réng l&n hon cac bai
to4an dung thi, cé thé
chiing ta tién doan
rdng néuhgn ché bot
s6 dung cu duoec sir
dung thi 1op cac bai
todn gidi duoc sé thu
hep lai. Cin d¥c biét

H. 46. Dung cu gip a46i hinh IUru Yy d&€n phat minh

lap phurong cia nha toan hoc Y
Maxkéron (1750 —

1800) : moi phép dung hinh hoc thyc hién dwoc bing
lhieoc vd compa déu co thd thec hidn dugc chi bdng
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compa, Tatnhién, phli noi thém rdng, thire ra thi kheng
th& vé durérng thang di qua hai didm cho trirdc ma khong
dung thuée ké, cho nénphép dirng co bin nay khong
ndmtrony Iy thuy&t Maxkéron. Thay vao do can gia thi€t
ring mét duong thdng la di cho triede n€u di cho trirge
bai ‘di®m ciia né. Tuy nhién,, ta c6 thd tim dirore giao
di®m cia hai drong thing hoic giao didm cia duoung
thdng va duonyg tron cho trudc bing cich nhu vay.

Cé 1€ thi du don gidn nh#t caa phép dirng Maxkéron
Ia sir-gdp doi mot doan thdng AB cho trudc. Loi giai
did cho ¢ § 1 phdn I. Ngoai ra, ta dd nghién ciru cach
chia doi m¢t doan thing

cho truoe ti&€p sau do. Bay =&"
gidr ta xét cach chia doi mét

cung tron AB tam O. Sau %
day la cach dung (H. 47). m

Ta v& hai cung tam A va B3 pwa
bin kinh AO. Ti ditm O v

ta d3t trén nhirng cang d6 47, chia d8i cung khéng
bai cung OP va OQ sao cho dung thuée ké.

0P = 0Q = AB. Sau dé ta

tim giao di®m R cla cung tAm P ban kinh PB va cuny
tam Q ban kinh QA. Sau cung ldy doan OR lam ban
kinh ta v& cung tdm P ho#c Q cho ciét cung AR — giao
di¢m s& la trung di®m phai tim cla cung AB. D& nghi
ban doc chirng minh dé luyén tap.

Khong th® chirng minh khing dinh cia Maxkeérén
bang cach chirng td moéi phép duwng thue hign duge
bing compa va thiréc ké cé thd dirng duge chi bing
compa nhur thé& nao vi ¢6 vo s3 phép dirng nhu thé.
‘I'uy nhién ¢6 th® dat duoc muc dich d6 néu nhu ta
chirng t6 md: phép dyny co ban sau day thigee hi¢n
duoc chi bing compa:

1. Dyyng mot duorng tron néu cho trudc tAm va ban kinh.

43



2. Tim giao di®m cia hai dudng tron.

3. Tim giao didm cia duong thlng va duong trorm.

4. Tim giao di¢m clia hai dwong thidng.

Mot phép ding hinh hoc bdt ky (theo nghTa théng
thirong, ¢6 sir dung thirée va’compa) bao 36m viée thire
hi¢n mot ddy hiru han cac phép durng so cép d6. Hai
phép dirng diu tién rd rang thire hién dwoc chi bing
compa. Cac phép dyng 3 va 4 dugc thye hién bing
cich 4p dung phép nghich ddo di xét trong muc truée.

Xét phép dirng 3: ta tim giao diém ciia dudng tron
tam O cho truéc voi duwdng thing di qua cac didm A
va B cho trirdc. V€ cdc cung tAm A va B ¢éd cac ban
kinh twrong rng AO va BO; ngoai didm 0, chung cén
¢it nhau & didm P. Sau d6, ta dirng didin Q nchich
diio cha didm P d38i voi dwong tron (. Cudi cung ta
vé duong tron tAm Q ban kinh QO (chic chin n¢ sé
cét C): c4c gino didm X va X’ clia n6 véi durdng tron C
ld cdc giao didm phii tim. Mudn chitng minh chi cin
chirng 16 rdng méi didm X va X' cach déu O va P (néu
noi dén cac didm A va B thi m¢t tinh chdt twrong tir
s€ dugcsuy rangay tir phép dirng). Thuce vdy, cin luwu ¥
rdng didm nghich dio cia didm P& cachcdc didm X va

H. 48. Giao 418m cla dwéong H. 49. Glno 8idm cla dwong
tréon va mot dwong thing tron va dwong théng qua tAm.
khong di gqua tam.
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X' mét khoang bing bankinh cia duong tron C. Puong
tron diqua cac didm X, X’ vaOla nghich dao véi dudng
thiing AB trony phép nghjch dao ddi véi duong tron C,
boi vi duong tron d6 va durong thing AB cit €& cung
nhitng di€m nhr nhau. (Trong phép nghich dao thi
cic dién clla duong tron co bin la bit bi&n).

Phép dyng da ddn chi khong thire hi¢n dugce trony
trudng hop duerng thing AB di qua tim C. Nhung khi
d6 thl c6 the dang dugc cic giao diém bidng phuong
phap damo th &tap 1, coi nhr trung diém caccung cia
C lada thu dwoc khi v&8 mot duwong tréon bit ky tAm B
cit C & cac didm B, va B,. Phirong phap v& duong tron
nghich ddo véi deong thdng ndi hai di€m cho truac
cho ta ngay phép duwng giai dap cho bai toan 4. Gia
thir ¢6 cac dwng thing dugc cho trudc bdi cac didm
A, B va A’, B' (H.50). V& dudrng tron O tuy y va nho

]
[)

)
4
—a~--31--.---z‘ -------

H.50. Giao di®m clia hai H.51. Dung ngi giac d2u.
duong thing

phuong phap di din & trén v& cac duwong tron nghich
dao voi duong thing AB va A’B’. Nhitng duong tron
nay cil nhau & di®m O va m¢t didm khac Y. Diém X
nghich ddo cla didm Y sé la giao diém ph&i tim, cach
dung né di dugc giai thich & trén. X ladim phai tim
vi Y la diém duy nhat nghjch ddo v&i diém ddng thoi
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thudc cd hai duwong thing AB va A’B’, do 46 diém X
nghich ddo véi diém Y phai d@6ng thoi ndm trén AB
va~A'B’,

Béng hai phép dirng nay, ta k&t thiuc ching minh sy
twong dirong giita cac phép dieng Maxkérén chi dung
dén compa v&i cdc phép dirng hinh thong thudong cé
dung thwéce ké va compa. Ta s& khong 48 y d&n sir dep
d& cla 1oi giai cac bai toan riéng biét xét dé€n & day bai
vl myc dich cla ta lalam sing té ¥ nghia ndi tai cia
cic phép ding Maxkéron. Tuy nhiénta con dén ra phép
dyeng ngii giac déu lam thi du, néi chink xic hon, ta
ag cap dén vigc tim nim di®m trén duwong tron c6 thé
la cac dinh cia mét ngu giac déu noi ti€p. Gia thk A
12 mét di@m tuy y chia dwong tron K. Vi canh cla luc
gidc déu ndi ti€p bding ban kmh dudng tron, cho nén

ta dé dang dit trén K cac didm B, C, D sao cho AB =

~BC=CD = 600 (H.51). V& cac cung tam A va D cé
ban kinh bing AC, chung cit nhau & X. Khi do, n€u O
la tam cla K thi cung t4m A ban kinh UX s& cit K &
&i&¢m F 12 trung di¢m caa cung BC. Sau d6 v& cung
tron tam P c6 ban kinh cla K cit K & cic didm G va H.
Gia thir Y 12 mot di8m ma ciac khoang cach t4i 'cac
dim G va H bing OX. Diém Y va X & vé& hai phia
ctia tam O. Trong trrong hop nay thi doan thing AY’
la canh-clia ngli gisac d8u phdi tim. Viéc chirng minh
danh cho ban doc d& luyén tap. Luwu y rdng khi dung
ta chi dung ba ban kinh khac nhau. N&m 1928 nha toan
hoc DPan mach Elimxlep dd tim th#y trong moét hiéu
sach & Copenbhagen mot ban cia cudn sich cé tén
« Euclides Danicus » dw¢ge xuft ban nim 1672 béi mét
tac gid khong tén tudi G. Moro..Theo trang phu bia, c6
th& k&t luan riing d6 chi l1amot trong nhitng bin « Khéi
d&u>» cha Qclid c6 chia thém 1&i binh luancé thé la clia
ngudi bién soan. Khi xem xét k¥ ta thiy ring & cudi
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sach d6 c6 loi gidi ddy du .cha bai toan Maxkérdn di
duoc tim thdy kha lau tredc Maxkeéron. A

Buoc sy ¢b vii cha cdc k& qua Maxkéron, lakop
Stdyner (1796 — 1863) da nghién cwu cac phép dirng
thirc hién duwge chi bing thuoc ké.

T&t nhién, néu chi dung thuwée k& ta khong thé vuot
khoi giéi han ctia mot truong sd cho truwde, cho nén
thirge ké 1a chwa d& d& thwc hién moi phép dung hinh
hoc v&i nhan thire ¢d dién clia chung. Nhwng, nhitng
k&t quid ma Stayner thu dugc con dang lru y hon néu
han ch& chi dung compa mot l&n. Ong dd chirng minh-
ring moi phép dyng trén mit phlng thuc hi¢n duwoc
nh¢o compa va thuwéc ké ciing thire hién dwoc chi nho
thudc ké voi didu kién cho truéc mot dudng tron cd
dinh va tAm ctia n6*. Cac phép dung d6 dwa vao cac
phuwong phap chiéu s& duwgc mo td sau nay.

Néu- khdng c6 hinh tron nay va tam clia né thi s& khOng
the dung duwoge. Ching han, néu cho trude dudng tron va chi
ding. thude ké thi khéng thd tlm tam cha né dwge. Bay gio
ta s& chizng minh diéu d6 dga vio mot sy kién ma sau nay s&
durgc chirng minb: ¢6 mot bifn ddi clia mit phéng trén chinh
né sao cho a) mot duedng thing cho trude la bat bién, b) moi
dwéng thing bién thanh mét dwéng thing, ¢) tam cla dudng
tron bit bién khong bat bi€n ma bi€n thién. Bin than su tén
tai m6t phép bién d3i nhw vay 43 chirng td néu chi diung
thuée ké thi khong thé dyng dwge tam duwdng tron cho trudse.
Thyce vays di qua trinh dyng nhu thé nao, né ciing duwge qui
v& mot diy cac giai doan riéng bi¢t bao gém vige v& nhing
duong thing va v& nhirng giao di&m cda ching v&i nhau hojc
v&i dudng tron cho trudce. Bay gid, ta hinh dung toan bd hinh
dudéng trén va L4t ch cac dudng thing di dwoe vE bing thude
k& trong khi dung tdm — s& chju mét bién d@6i° ma sy tén tai
clia bién d3i nay ta d3 gid thi&t & day. Khi @ ré rang hinh
thu duge sau bién d58i ciing théa min moi yéu ciiu elia phép
dyng, nhung @3 cho ta mét 1¢i gidi khac voi tAm cia duong
tron @3 cho. Nghia 14 khong the c6 phép dung ma ta vira néi.
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3. Ph¢p ve nhe cac dyng cu co hoc khae nhau. Cae
dwong cong co hoc. Xycloid Viéc sang ch€ cac may co
hoc dung d& v& cac dirong cong khac nhau, ngoai duong
tron va dwong thdng, s& m& rong rét nhidu pham vi
cic hinh c6 th® ding dwoc. Chdng han, n&u c6 mot
dung cu d& v& hypebol xy =k va m¢t dung cu khéc d&
v& parabol y = ax2 4- bx + c thi mqi bai toan din dén
phuong trinh bsc ba ax® + bxz 4 cx = k co thé giai
dugc biing dirng hinh chi nhy cac dung cu do. Thye
vay, viéc gii phrong trinh(l) twong dwong voi vige
gidi he xy = k, y =ax2 + bx - ¢ (2), noi chinh x4c hon
cic nghiém ciia phurong trinh(1) 1a toa do x cia cac giao
didém cia hypebol va parabol bidu thi bdi cac phuong
trinh(2). Nhir vay s8 dieng dwoc cdc nghiém cda phuong
trinh (1) n€u dung cac dungcu dé vé cac dirdng cong (2).

Tir xwra, cic nha toan hoc i biét dén nhiéu duong
cong 1y thui cé the xic dinh va vé nho cdc dyng cu co
hoc don gidn. Trong nhitng dudng cong <« co hoc» nhur
viy thl cic duong Xycléid co vi trl djc bigt. Ptoléme

¥y

H. 52. Gidi phuong trinh b&c ba bing 43 toye
.



H. 54. Xycléid dang téng quat

(khodng 200 nim trudc cong nguyén) da bi€t dung nhirng
duong cong nay d& mé tA chuy&n dong ciia cac hanh tinh.

Xyeloid don gidn nhit 14 qui dao chuyén dong cla
mot diém P ¢8 dinh trén vanh mot cai dia quay nhung
khong truot trén mot duong thdng — Trén H.53 co veé
b8n vi trl clia diém P & nhirng thoi diém khac nhau.
Xycléid nom nhr mot diy cac vom tya trén mot
duong thing ndm ngang. N&u ldy diém P & trong dia
(cling nhwe trén nan hoa cfia banh xe), ho#c trén phin
kéa ddi clia ban kinh bén ngoai dia, ta s& dugc cac
bi€n dang cia dudng cong d6, Hai duong cong nhu
thé dwogc bidu thi trén H.54. Cac bién dang khac cda
xycloid duegce sinh ra khi dfa khéng quay trén duong
thing ma quay trén cung clla mot dirdng tron. Néu dia
quay c ban kinh r luén luén ti€p xuc frong voi dudng
tron 1én C ban kinh R ma no tya thi qui dao cia m¢t
diém c& dinh trén vanh dfa dwgc goi 1a hipdxycloit.
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Néu dia quay trén toan bd
dudng tron C dung mot
lan thi di¢m P sé quay tro
lai vj tri ban dau khi va chi
khi ban kinh cua C la bgi
ciia bankinh ctia ¢. H.55 biéu
thi mé¢t hypoxycldid dong
kin trong rng voi R = 3r.
Trong trieong hop tdng quat,

néu R = r thi hypoxy-
n
cloid chl déng kin sau khi

H. 55. Hypoxycloid ba s&ng

dia ¢ quay theo duwong tron C ding n lin va 88 ¢6 m
vom. Ta liru y d¥c biét dén trrong hop R = 2r. Trong

H. 56. Chuy®n d0ng thing khi

mét hinh tron quay trén mot

duwong tréon c6 ban kinb
ghp doi.

trrong hop nay thi mot
di®m P tuy y trén vanh
dia s€ vach nén mit trong
cac dudng kinh cua dwong
tron lon C (H.56). BE nghi
ban doc chirng minh didu
nay nhur mot bai tap.

Khi dia c¢ quay theo
duong tron O luon luon
ti€p xic ngodi voi né ta s&
thu dugec mot logi Xycldid
nita. Nhirng dudng cong
loai nay co tén la
Epizxycléid.

2. Co cfu ban 12, Cae may nghieh dio Poxelie va
Gart. Vin d& vécac Xyeldid dwoc dirng lai & day (cac
Xycloid con xudt hién mot 13n nira trong cudn sach

- otoanhoc2911(@gmail.com -



nay. Ta xét dén cac phuong phap co hoc khac d& tai
tao cac dudng cong. Bay gi® ta nghién ciru cac co cdu
bdn 1é. Mot co cdu loai nay la mot hé thdng cac thanh
eirng khép voi nhau, c6 mot 44 tir do nao do, sao cho
mdi didm clia n6é vé dirge mét dwong cong nhit dinh.
Compa ciing 1a mot co cin bin 18 don gidn nhét, v&
thirc chit gdm mot thanh c6 mot ddu ¢d dinh. Cac co
ciu bin 18 di dwgc rng dung tir lAu nhw nhirng bo
phan cZu thanh cac may. Mot trong nhirng thi du ndi
tiéng nh&t (v& phuong dién lich sir) 12 ¢ hinh binh hanh
Watt ». Thi&t bi nay do Giém Watt sang ch& trong khi
gidi quy&t bai todn sau ddy: lam th& nao lién két pit-
tong voi mot didm clia banh da d& banh xe chuyén cho
pittong mot chuyén dong tbdng? Watt chi cho dugc
mot loi gidi gin dung, du riing voi sir ¢ glng cla cac
nha toan hoc gidi nh#t, bai toan thiét bi mot co ciu
chuy2n cho mot didm mot chuydn ddng thdng chinh
xdc trong mn )L thoi gian dai vAn ehwa dugc gidi. Tham
chi, di c6 y kién cho ring mot co cu nhu the la
khong thirc hién dwoe: nhirng chirng minh vé s
khong thd duoc «loai nhir viy » di thu hut dugc sy

M. 57. Bién a8i chuydn d4ng thing thanh chuydn Adng quay.

quan tAm rong rédi. S sirng 88t clia cdc nha tcan hoc
cang ting lén khi mot sT quan hidi quAn ngudi Phap
Poxeli¢ (ndm 1864) d& sang ch& ra mdt co c&m khong'
phirc tap nh3m gidi ddp bai toan theo chidu hwéng
thuan, Do s dung nhitng chét boi tron t&t, bai toan
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k§ thuat da m&t y nghfa ddi véi may hol nuée. Y 45
cha co c&u Poxelié la bién ddi chuyén dong tron thanh
chuy®n dong thing. Co s& cla co clu nay la ly thuyé&t
phép nghich ddo dd trinh bay trong § 4. Nbu ta thiy
trén H. 58, co ciu gdm bay thanh cirng, hai thanh co
d6 dai t, bdn thanh c6 d¢ dai S vd m¢t thanh ¢6

e

H. 58. Miy nghjch ddo Poxelié bi¥n chuydn
dong quay thanh thing

46 dai tay y. Cac diém O va R duoc ¢3 dinh lai va shp
x&p sao cho OR = PR. Toan b¢ dung cu c6 thE van
hanh dugc nhitng vdn tuan theo cac diéu ki¢n di néu -
& trén. Bay gio, ta chirng to réing khi diem P vach mét
cung trén tam R ban kinh RP thi diém Q s& vach mot
doan thing. Bitu thi chan dwdng vuéng géc ha tir diém
S xudng diryng thing OPQ 12 T, ta nhén thily ring
OP.0Q = (OT — PT). (OT + PT) = OT? — PI? =
— (OT? + ST?) — (PT? L ST?) = 12 — 2
Pai lugng t? —s2 khong dbi; ta dat t* — s2=r2 Vi
OP . OQ =r? cho nén céc diém P va Q la nghich dao
clia nhau ddi voi dudéng tron tam O ban kinh r. Khi
P vach nén cung tron di qua O thi Q vach nén dudong
cong nghich ddo clla cung nay. Nhung, duong cong
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nghich dio vii dwong tron di qua O la mot dudng
thing. Nhu vay quidao ciiadidm Q 12 mot dwdng thing
vd may nghjch ddo Poxelié s€ v& dwge diwrdng thing nay
ma khong cin thube ké.

Mot co cau
khac cling giai
quyét dugc bai
toan, d6 la may
nghich dio cla
Gart, N6 chi
gém ¢c6 ndm

™

—\---—--——
S e e m iy

A

thanh khopcia A¥=--f-m-ipmconoonoon b o0

chung dugce chi

ra tren H. 59. $

d day, AB = H. 59. May nghjch d3o Gart

= CD, BC =

= AD; O, P va Q la nhitng didm ¢8 dinh theo thir tir

trén cédc thanh AB, AD va CB sao cho i(l :ili:
OB PD

— « = Cac di*m O va S dwoc ¢ dinh va bt
QB n

dong trong mit phing véi dién kién OS = PS. Khong
c6 cac mdi lién hé khac va co cdu c6 thé chuyéndong.
T#t nhién, duong thdng AC bao giv ciing song song
voi duong thlng BD. Trong trudng hgp nay, cac diém
0, P va Q thfng hang va duong thng OP song song
voi duong thdng BD. Ta co:
AC.BD = EF. D = (ED + EB) . (ED —EB) =

: = ED? — EB?
Nhung ED? 4 AE? = AD? va EB?4 AE? == AB?
cho nén ED? — EB2? = AD? — Al3?

Hon nira:
op A0 m A 0Q _ OB _ n_
BD AB  m+n AC AB m+n
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mn

(m+n)*’
BD.AC = — > (AD? — AB?)

(m + n)?
Pai luong cudi cing nay khong thay d3i kbi ta chuy&n
djch co cfu. B&i th¥ cac didm P va Q l4 nghich dédo
¢tia nhau d3i voi mot dudng tron tAm O nao d6. Khi
chuy&n dich co cfu, di¥m P vach nén dudng tron tdm
S di qua O; do 46 diém nghich ddo Q s& vach nén mot
durong thing.

C6 ths xay ding — it nhdt 14 v& miit ly thuydt —
nhitng co cfu ban 18 khac d& v& elip, hypebol va thim
chi 48 vé8 bdt ky dwdng cong dai sb f (x, y) = 0 cho
trezc du bic la bao nhiéu.

Do do: OP.0Q =

§ 6. NOI THEM VE PHEP NGHICH
PAO VA CAC UNG DUNG cUA NO

1. Tt1h bt bién caa cac gée. Ho dwong trom. Tuy
ring phép nghich dio tron 1a mét bién ddi thay ddi
kh4 rd hinh dang bén ngoai cha cac hinh hinh hoc,
nhirng c6 mot dién rit dang luu y la, ciac hinh thu dugce
con gilr lai dirge mot s8 tinh chdt cliia cAc hinh ban
diu, Nhirng tinh chit khong mit di trong mot bi€n ddi
dugc goi 1a cac tinh chit bt bién. Ta di bidt, trong
phép nghich dao thl duong tron ho¥c duong thing
8& bién thanh dudng tron hogjc duong thing. Bay gid
ta bd sung mot tinh chit quan trong nita cla phép
nghich ddo: trong phép nghich dao thi goéc giira hai
drong thing hofc duong cong khong thay ddi. Nén
no6i ti mihon thi didu nay c6 nghfa la phép nghich ddo
s€ bién d6i hai duong cong cét nhan thanh hai dudong
cong khac ciling cét nhau theo m¢t goc bing goc ban
diiu, Goe gita hai dung cong duwge coi 1a goc gilra cac
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ti¢p tuyén ciia ching. Chirng minh duge suy ra tir 1160,
& day ta xét truong hop rieny v& sir ¢iit nhau & didm P
ciia mot duang cong G bit ky véi mot doan thing OL
di qua tdm nghich ddo O. Pudng cong C' nghich déo
ciia drong cong C 38 cit OL & diém P* nghich déo cia

H. 60. Tinh bAt bién clia cdc géc trong
phép nghich dao
P, bdi vi P' cling nhu P d%u ndm trén OL. Ta chirng
minh goc x, gitta OL va ti€p tuy€n véi dudng tron C
& didm P c6 s8 do bing goc y, gitta OL va ti&p tuy&n
cia C* & didm P’. Mu®n thé, ta chon didm A trén duwdng
cong C & gln P va vé cét tuy&n AP.

Pidm nghich dado cia A 13 A’. Vi A’ ndm trén dudng
thdng OA va trén duéng cong C°, cho nén A’ 14 giao
dim clia chiing. Ta v& cat tuy&n A'P’. Theo dinh nghia
phép nghich déo r2 = OP . OP’ = OA . OA’ hoic:
or _ oA, suy racac tam giac OAL va OA'P’ dong

OA op:
dang. C6 nghfa la géc x bing géc OA'P’ ma ta bilu thi
12 y. Buwéde cudi cung trong 18p luan cda ching ta la
budc didm A phai ti&n din d&€n P theo dwong cong C.
Khi d6, cat tuy&n AP tr& thanh tidp tuyén véi dwong
cong C tai P va géc x‘ddn t&i X;. Ddng thoi, A* s& ddn
toi P* va deong thing A'P’ tré thinh ti&p tuyén cilia
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dwong cong C’ tai diém P' vagécy s€din toi y,. Boi vi
v&i moi vi tri clia di8m A ta c6 ding thirc x=y, chonén
ddng thirc nay ven dugc bio toan khi téi gidi han x,=v,-

Chung minh conchira k&t thuic vi ta mai chi xét truorng
hop giao nhau cia duwéng cong C voi dirong thdng di
qua tam O, Nhung bay gi¢ thi viéc xét t.wirng hop giao
nhau tdng quat cha hai duong cong tuy y C va C* da rat
dé dang. Gia thir nhitng dudng cong nay cét nhau &
diém P vatgo v&i nhau métgoée Z. Nhu vay, duong thing
OPP’s€ chia g6c nay lam hai goc, mbi goc néi rieng déu
khong ddi qua phép nghich dao.

Cin ndi thém rdng tuy phép nghich ddo khdng thay adi 4o
16n ela géc, song lai thay d8i hirdng cha né: ta hinh dung khi
goc X, ting ma mot canh clia n6 bt ddng cdn canh kia quay
nguge chitu kim 86ng hd thi canh di ddngcha goc « nghjch
dio» trong trng s& quay theo chidu kim ddng hd,

H¢ quéa v& tinh bt bién clia c4c goc trong phép nghjch
ddo la hai dudng trén hofc duong thing trire giao (Lire
12 c#t nhau theo goc vudng) s& git nguyén tinh chét
nay sau phép nghich ddo va, n&€u hai dwong tron tidp
xic nhau (« cit nhau tao thanh goéc bdng O») tht cdo
dedng tron nghich ddo voi cliing cling tiép xuc nhau.

.
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H.61 Bién ddi hai b¢ thOng cac dwong trdn trye giso blng
phép nghjeh ddo
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H.62. Bién 48i cic duong tron tidp xic thanh nhirng dudng
thdng song song.

Ta xét mot ho cac duong tron di qua tdm nghich
dao O va m¢t di8m ¢8 dinh A clla mit phdng. Ta bidt
ring (§ 4,2) ho nay dwoc bi&n ddi thanh mdt ho cac
drong thdng di qua didm A 13 &nh clia A, Dong thoi
ho dudng tron tryee giao véi ho ban ddu s& durge bi&n
18i thAnh mot ho du&ag tron triec giao véi ho dirong
thing vira néu (trén H.61, cAc ho trire giao dirgc
hidu di&n b&i nhitng dwong chdm chdm). V& (b€ ngoai
mét ho dwong thing di qua cang mot didm khéng
gidng mét ho dudng tron, nhung ching lai co mdi lién
hé véi nhau chiit ché nh&t — v& quan didm ly thuyét
nghich ddo thi chiing hoan toan twong dwong.

Day 1a mot thi du khac chirng td phép nghich déo
da din t&i nhitng k&t qua gl. Gid thir cho trude moét
tap hop dudng tron di qua tAm nghich dao va ¢6 mot
tip tuy&n chung tai di€m do6. Sau phép nghich dao,
ta thu duroe m)t ho cac duong thdng song song. Thure
vay, vi cac dudng tron ddu di qua di€m O, cho nén
chiing dwrgc bi€n ddi thanh nhirng dwrng thlng va, béi
vi cac dudng tron khong c6 giao didm ndo ngoai didm
O cho nén cac duong théng thu dugc s& sonyg song
vOi nbau.
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2. Ap dyng vao bai toan Apolmoiut Li giéi hinh hoc
don gian sau ddy cda bai toan Apoloniut 1A mot minh
hoa dep dé cho ich lgi ca ly thuy&t nghich ddo. Trong
mot phép nghich dao tam tay y thi bai toan Apdloniut
doi voi ba duong tron cho trwdc sé duge chuyén thanh
bai toan twong wng d8i voi ba dwong tron khac: d&
nghi ban doc suy nghi kj tai sao nhu vay. Tir do
dé¢ nhin rdng n&u bai toin dugc gidi voi mot bo ba
durdng tron ndo d6 thi ban than no6 co the coi la gidi
duwrgce ddi voi mgi bo ba duong tron tay y suy ra tir
by ba diu tien biing phép nghjch ddo. Loi dung tinh
hinh do, trong tdt cA cic bd ba «twong duong?
o th& co dirgre, ta chon mot by ba mi ddi voi no bai
toan dugce gidi d¥c bi¢t don gian, D& xac minh ta gia
thi€t ba duong tron cho truwdc c6 tam A, B, C khong
<At nhau, mdi duong tron & ngoai hai duong tron kia

H.93. Chuln bi phép dung gidi bai toin Apéloniut

va cdn tim mot duwong tron U tdm O ban kinh P tiép
xlc ngoai v&i baduong tron da cho. Taluwu y ring néu
ting ban kinh clia ca ba duwong tron mét dai lwong d
thi duong tron t&m O ban kinh P—d, t8t nhién sé la
1oi gidi cha bai toan dd bién ddi di nhwr vay. Lei dung
tinh hinh do, ta 'dng thém ban kinh cac duwdng trop
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dd cho mot dai

luong d& cho hai
trong ba dwéng tron
tiép xic voi nhaun &

H. 64. Giai bal toan Ap6loniut

mot diém nao doé ky
hisu la K (H.63)
Sau day ta thire hién

mot phép nghich ddo toan bd hinh d3i voi dirdng
tron t bt ky tAm K, Cdc duwong tron tam B va C bign
thanh cac dwong thing song song b va ¢, dwdng tron
thir ba bi€n thanh mét dudng tron a nao do (H.64).
Ta dd c6 thé dygng dirge a,b,c bing compa vA thwoc ké.
Duongtron Uphai tim s& bi€n thanh dwdng tron u ti€p
xtc voiduong thdng b,c va dwongtron a. Bankinhr ca
no, tit nhién phii biing nita khodng cach gifta céc
duding thing b va ¢; tAm O cfia né phai tring véi mét
trong cac giao di®m cfia dedng song song cach d&u b,¢

voi duedongtron déng tAm
voi dudng tron a nhung
<6 ban kinh lon hon mét
doan r. Chi con phéi 4p
dung phép nghich déo
nguoc lai vao dudong tron
u, ta s& dugc duwong tron
Apoloninut phai tim.

3. Csac phep ddi xtrng
lap. M&i chiing ta ta chic
d3d quan sat thdy nhiing
hién tugng la xay ra khi
¢6 nhidu grong. Néu bén

=
domemedom
t
*
‘
1
'
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K. 65. Sy a6i xung lip qua
cac bire twong thing ding
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birc twong che mot ciin budng hinh chir nhat 1a cac
tém gwong ly twdng, hoan toan khéng hip thu anh
sang (hi m¢t didm sang & trong cin budng do sé tao
ra mot tdp hop vo sG cac phan xatircén budng nay 1oi
mbi cin budng sinh ra tir céin budng diu tién bing
nhirng phép d8i xirng (H. 65) Vi hinh thire két hgp cac

-

4

tdm gwong khong déu, ching han v6i ba guong thi
mot hé thdng phinxa phirc tap hon dugc tao thanh. ThE
hinh thu duréere chi dé mé ta trong truong Lgp céc tam giae
da bi d8i xirng khong phu 1én

nhau va phil toan bé mit phing, TR

Chi €6 tam giac vudng can, tam :T—:::’T-\:::-ﬂ;"
gidc déu va tam giac vuéng la :3\’1’1"’::"17\?(55
nira tam giac d8u méi c6 tinh -..-:1-_-\.\_; <= ;,__

chit nhu vdy (H. 66).

Con xayra nhirngtinh hudng
ky la hon n&u ta xét cac phép
nghich dio l¥p d6i véi mot cip dudng tron. Pur g
gira hai grong ciu ddng tam, ta phat hién thdy tap
hop vO0 88 cac phan xa ddng tam. Mot diy cac
phan xa nay ra xa v6 tin, m¢t diy khac lai tap
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tam giac déu
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~ H. 67. Su d4i xung lip
qua hai guong ciu.

trung gin tam. Trudng
hgp hai dwdong tron
ngoai nhau thi phirc tap
hon: cac duong tron
va cic phan xa clia chung
duwgc phin xa lién ti€p
cai nay vao cai kia, sau
md&i phin xa s& nho di
va co v& hai didm gioi
han theo mdi dudng tron
da cho (nhitng diém nay
c6 tinh ch&t nghich do
voi nhau doi voi dudng

tron da cho). THt ci nhirng didu #y dd dwgce chira
trén H. 67. Ban doc ¢6 th& hinh dung dién di xiy ra
trong trrong hop ba dudng tron néu xem hinh bidu

thi trén H. 68.

H. 68. Sy 481 xi*ng qua ba guwong ciu
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CHUONG IV

HINH HOC XA ANH — TIEN BE HOC -
HINH HQC PHI OCLID

1. M& PAU

1. 8¢ phanlogiecactinh ¢hdt hinh hoe — Tinh b4t biérn
trong cdc bién ddi. Trong hinh hoc, ngudi ta nghién ciru
tinh ch#t cia cae hinh trong mit phing va trong khong
gian. Nhirng tinh chit nay nhiéu va da dang dén
néi cin phai co mot nguyén thc nao do d& sip x&p tap
hop réng lon cac tri thire thu thap duoec. Ching han,
co the ching, chon phuong phap dd duee ap dung
trong khi rat ra cac khing dinh lam co s& cho viéc
phan loai. V&i quan didm d6 ngudi ta thwong phan
bi¢t thanh hai qui trinh «tdng hep » va « phan ticho».
Céac chirng minh téng hop lién quan chit ch& voi
phuong phap tica d& ¢8 didn bit ngudn tir Oclid : 1ap
luan dugc xay dieng trén co s& hinh hec thudn tay,
doc lap vai cac phuwong tién dai s3 va voi khai ni¢m
continum s&; mei dinh ly dirge suy ra mét cach hinh
thiee biing con duong logic xuft phat tr mot sd cac
ménh ¢8 ban diu nao 46 duge goi 1A cac tién d& hodc
dinh dé. Mot phuong phip khacco lien quan dén viée dua
vao h¢ thdng toa d9 bing sB va 4p dung cac cong cu
ky thuat ciia dai s8, Phirong phap nay gy ra nhirng
biéun ddi sAu siictrong binthan khoa hec toan hoc, gin
hinh hoc gidi tich va dai 88 thAnh mot thE thdng, nhdt,
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Luy nhién, trong churong nay ta quan tdm nhidu hoa
dén st phan loai v& ndi dung turc la v& bdn than sy
khing dinh c4c dinh 1y chir khong phdi v& phuong
pbap chizng minh ching. Trong hinh hoc so cép cua
miit phdng ngu&i ta phan biét r6 hai nhém dinh Iy ;
mét loai d& cAp dén sir bding nhau cda cac hinh, vé sy
bién thién ctia cdc doan thing va g6c; mot loai khac
d& cap dén sir ddng dang clia cac hinh, d8i voi vén dé
nay thl cai quan trong la sir do goc chir khong phéi sr
do cac doan thiing. Sir khac biét k& trén khong quan
trong 1dm, b&i vi do dai cac doan thdng va do lon cac
goc c6 lien quan kha chit ch& véi nhaun, viéc phén
biét ching c6 it nhidu gia tao viéc nghién cirn nhirng
m8i quan h¢ nay la d&i tugng cla luegng giac). Ta
lru v dén mot khia canh khac cia vin 48 Trong
hinh hoc so cdp, ta nghién ciru cdc dai lugng:
cdc doan thdng, goc, dién tich, Hai hinh duoe coi la
twong diwong n&u chirng la toan ddng, nghia l1a c6 thé
bién ddi hinh n¢ thanh hinh kia nh& phép d&i hinh —
cac bién ddi chi thay ddi vi tri cia hinh ma khong thay
ddi s do clia cac dai lugng c6 lién quan voi hinh dé..
M¢t vén d& ndy ra: gia tri cac dai lwgng va cung voi
chiingtinh toan ding hojc tinh ddng dang cua cic hinh
phai chiing 1A mot cdi gi d6 bdt bi&n trong hinh hoc?
Hay 14 con c6 nhitng tinh ch&t khac sAu sic hon cia
cac hinh hinh hoc duge git nguyén trong nhitng bi&n
431 tdng quat bon phép doi hinh ? Ta s& th¥y rdng co
nhitng tinh chit nhu viy.

Ta hinh dung trén mot t&m bing hinh chi nhat lam
bing vat li¢u dan hdi m&m co6 v& mét hinh tron voi
hai duong kinh vuong géc H. 69. N&u ta dit tim bang
nay vdo mot cai etd va ép cho dén nira chiéu réng
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. ban din cua né thi
duong tron s bién
_ thanh m¢t elip va céc

duong kinh s& khong
@ vuéng goéc voi nbau
nira. Duong tron c6

tinh ch&t 12 moi diém
H.69. Su co hinh tron. cia né ciach déu tam,
nhueng elip khéng c6
tinh chit d6, Dudng nhu sy nén di hiy di tdt ca cic
tinh ch&t hinh hoc ciia hinh ban ddu. Nhirng gia thiét
d6 con xa sir thyce: ching ban, khiing dinh v& tAm chia
46i duong kinh vAn con dung cho ca dwongtron va elip;
& day ta gip mot tinb chit cla hinh dugc bao toan
trong su thay doi kha rd réf v8 kich thudc cic yéu 19
rieng bi¢l cda hinh d6. Chu y vira néu goi y ta kha
ning phin loai cdc dinh Iy noi v& moét hinh hinh hoc
ndo do6 tuy thudc vao chuang con hiéu lirc hay mét hidu
lwc trong phép co déu (hojc din ddu). Cothe dit ra mot
vin d& tdng quat hon: xu#t phat tr mot 16p bign ddi
hinh cho trudc nao dé (nhitng l6p nhw vy, chding han,
¢6 the dugc sinh ra b&i tap hop cdc phép doi hinh
hoic phép co, cic phép nghich dao tréon v.v.,.); cdn
nghién ciru nhitng tinh chét cda binh 14 bdt bi€n khi
hinh dé chiu sir tac dong cia cac phép bién ddi thudc
1op da cho. H¢ thdng cic dinh ly khdng dinh nhitng
tinh chét nhur thé hep thanh hinh hoc cia lop cdc bién
d6i dang dugc xem xét. Tu tudng phan loai hinh hec
theo cac lop bign ddi l1a cia Phélix Kiéin (1849 — 1925)
Tu tudng nay duwge phat bidu n¥m 1872 trong dién vin
ndi tidng cila ong, sau nay dwoc phd bi&n rong réi
dudi cai tén «Chuong trinh Eclanghens. T do, tu
turdng nay c6 anh hudng quyét djinh d&€n chidu hudng
cua cac nghién cuu hinh hoc.

64



Trong chrong V, ta s& xdc nhan mot tinh hinh kba
ddc d4o 14 c6 mot s§ tinh chit nao dé cia hinh *Hinh
hoc &n sdu d€n ndi khéng mit di sau nhitng bi&n dang
hodn toan tuy y. Ching han, cic hinh vé trén miéng
cao su s& khong mét di nhitng d4c didm nao do6 ngay
trong nhitng bi&n dang manh nh&t va khac nhau nhit.
Tuy nhién, trong chrrong nay ta chi nghién ciru céc tinh
chéit dugc bio toan, 14 ¢ bdt bi&n» trong mot lép céc
bién d8i dic biét ndo d6 rong hon lop cac phép doi
hinh nhirng hep hon 1ép cac bi€n dang tay ¥ tdng quat
nhiit. Ta s&€ néi v& 1&p ¢ cAc bign ddi xa anho».

2. Cac bién ddi xa anh. Bai todn phdi cdnh dd dugc
céc hoa s? (trong d6 c6 Léonard do Vanhzxi va Albrext
Buyne) d& cap d€n da goi ¢ cac nha toan hoc thoi xira
nghién ciru vdn dé nay. Hinh vé& do hoa sT tao ra dwrge
xem nhur hinh chiu céa vat miu trén mit phdng bure
v& ma tAm chi€u 14 mét ciia hoa sT. Trong phép chi€u—
tiy thudc vao cdc vi trf khac nhau ciia cAc sy vat cén
vE& — thl d¢ dai doan thiing va céc goc khong tranh khoi
phai chiu mot s thay ddi. Nhurng thudng thudong van
nhdn ra dugce cfu triic hinh hoc ciia vat miu thong qua
hinh v& mot cach d& dang. Gidi thich tinh hinh nay nbu
th€ ndo? Khong thd gidi thich cich nao khac néu nhw
khong chi ra dirge nhirng tinh ch&t hinh hoc la « bit
bi&n d8i v&i phép chidu ». D6 1a nhirng tinh chit duge
bao toan trén hinh v&, lam cho ta nhan ra dugc hinh
mau, Viéc phat hién va phan tich nhirng tinh chédt nay
la d8i twgng cia hinh hoc xa anh. Hoan toan rd rang
réng trong 1Tnh virc hinh hoc nay s€ khong chira nhirng
khéing dinh « dwong tinh » c6 lién quan d&n d¢ dai céc
doan thlng riéng biét hofic do lon cac goc riéng bigt;
n6 khong d& c4dp d&€n s bing nhau ciia cc hinh. Nhirng
sw kién roi rac co lién quan dén cac tinh ch&t xa anh
dia dugc bi&t d&n tir thé ky XVII, c6 khi tir rit xia
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nhir trreng hop «dint 1y Menclaus ching han. Song
mii d&n cudi th& ky XVuli, khi truong bach khoa nbdi
tifng & Pari md ra mot trang moi trong lich sir toan
hoc, dic bigét trong hinh noc. moi thyre s ¢6 nhirng
cong trinh nghién cgu c6 hé thdng trong linh virc hinh
hoc xa anh. Nha troedong nay duge cach mang Phap xay
digng nén di dac lgo ra mot sO lon s1 quan phuc vu
xufit sfc cho nude cong hoa cla he. Trong s& do6 c6
Ting Viktor Pongxolie (1788 — 1867) nguwoi dd viét ban
«Luan vén v& cac tinh chit xa Anh cda cic hinh » khi
bi b#t lam tu binh & Nga.

Dén thé k¥ XiX, hinh hoc-xa nh da tré thanh mot
trong nhitng ddi tweng dugc nghién ciru nhiéu trong
toan hoc do Anh hudng cha Stayner, Staudt, Salo va
cic nha toan hoc khac. Tinh phd cap cli hinh hoc nay,
mot phin 1i do tinh hdp din A#c biét v& thim my cia
n6, mot phin khac 14 do khd nidng soi sang khoa hoc
binh hoc néi chung v4 c6 nhirng lién h¢ hén trong siu
sic voi hinh hoc phi Oclid va voi dai sd hoc.

§ 2. NHONG KHAI NIEM CO BAN

1. Nhom cac bién ddi xa anh, Trudc hét ta hiy xac
dinh 16p ho#ic « nhém »! cac phép bi€n dbi xa dnh. Gid
thir cho triréc hai mit phdng » va ©* trong khong gian,

(1) Thuat ngir * nhém » 4p dung vao nhém chac bién adi co
nghia 1a sy thye hign lidn tiép hal bién 4di clia 10p dang xét
cing 1a mOt bién adi cha lop 46 va‘mét bién d3i ¢ nghich dio»
v&i m>t bi&n 3di elia 1o6p dang xét ciing thufc lop d6. Cac tinh
chit nhém cia che phép toan di va dang ti€p tuc gilr vai tro
rdt 16éo trong nhi2u linh vie, tuy nhién d6i voi biloh hoc thi

y nghia clia khai ni¢m « nhém» & @y cé thé 12 43 Jugc cudng
diéu Ién 46i chat.
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song song hodc khoéng song song v&i nhau. Ta thiure
hién mot phép chiéu xuyén tdm = trén = v&i tm O cho
trooc khong ndm trén = va n’, cho trng voi mdi didm P
‘ctia miit phiing ® mot diém P’ cia mit phiing =” sao cho
P va P' nim trén cung m¢t duwong thldng di qua O,
Twong tr, ta s& thuc hién mot phép chiéu song song
néu gid ‘thi€t cac duong thing chi€u song song véi
nhau. Ciing lam nhu vdy ta s& dinh nghfa duoc phép
chidu cda m¢t duong théng hodic ciia mdt dwdrng cong
1 trong mit phing = lén mdt duong I' nao do chia miit
phbiing =', trong d6 phép chi€u co thd la xuvén tAm
hojc song song.

Moi danh xa ca m¢t hinh 1én mét binh khac thu dirge
bing phép chiu (xuyén tém hoic song song) hoiic bing
mdt ddy hiru han cac phép chi€u nhu vay, duge goi la
mot bién ddi xa dnh®. Ilinh hoc xa dnh cia mit phéing
gom mot h¢ thdng cac dinh ly hinh hoc dwoc bao toan
trong c4c bién ddi xa anh b#t ky cic hinh trong irng.
Hinh hoc xq anh khac hdin voi hinh hoc métric 14 mot
hinh hoc bao gom hé thdng cac dinh Iy xac lap mdi
lién h¢ giira cac dai lugng trong cic hinh duge xét chi
1a bit bign d48i voi 1op cac phép doi hinh. Co thd phat
bidu tryee ti€p vai tinh chit xa &nh, Mot didm dwrgc chidu
thanh mot diém. Hon nira, mgt dudng thing ciing duge
chi¢u thanh mét ducong thang; qua vdy, n€u chidu
duong thing 1 trong mit phiing = lén mit phing =" thi
giao tuy&n 1" cha mjt phing =’ v&i m¥t phing di qua

() N&u hai hinh chi lién hd v6i nhau bing mét phép chidu
thi ta thwéng noi ring chung phdf cinh véi nhau. B6i thé, néu
ta n6i hinh F bi¢n thanb hinh F’ sau bién 4di xa anh thidisu
nay c6 nghia 1a F va F* phdi cinh voi nhau hoje, c6 thd chi
ra mot diy cac hinh F, Fys Fg...., Py, F* sao cho bt ky bai
binh dung lién nhau &&u phéi cdnh véi nhau.
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O va' | phai la mot duwong thidng®, Néudi®ém A va dueong
thing 1 1a lién thudc® thi di8m A’ 12 duong thing 1" la
anh cla chiing sau bi&n d8i xa dnh ciing la lién thudc.
Noi cach khac, tinh lién thuéc cia mot digm va moét
dudng thdng la m¢! tihh chdt bat bién ddl véi nhém cac
bién d8i xa &nh. Tir s kién nay suyra mdt loat caché
qua don gidn nhung r&t quan trong, Néuba di&m (hoic
nhiZu hon ba) Ja cdng tuyén, tirc 14 lién thudc voi cing
mot duong thdng thl cac dnh clia ching cling cfng
tuyén, Tuong tir, n€u ba duong thdng trong mit phlng
ddng qui tirc 1a lién thudc voi cing mot di€m thi anh
clia ching ciing l1& nhitng dudng thing d6ng qui. Trong
khi cac tinh chit don gidn — tinh lién thuge, sy céng
tuy€n, sy ddng qui — la nhitng tinh chal xq anh (tiecla
nhirng tinh chit bit bién d8i véi cac bién ddi xa &nh)
thi noi chung 88 do cac doan thing va goéc ciing nhu
tl s§ cac dai lirong d6 s& thay ddi trong bi€n ddi xaanh.
Ching han, tam gidc cAn hojc déu c6 th& dugc chidu
thanh tam gi4c c6 canh khéng bing nhau. Tir dé suy
ra khai nidm «tam giac» thugc v& hinh hoc xa anh;
khai ni¢ém «tam gidc déu» khong thudc vé& hinh hoc do6
ma chi thuoc v& hinh hoc métric.

2. Dinh ly Dedac. Dinb ly Dédac (1593 — 1662) la m¢t
trong nhirng phat minh sém nhét trong Iinh virc hinh
hoc xa anh : trén mot miit phing, n&u hai tam giac ABC
va A'B'C’ & vi tri sao cho céc dudng thding ndi cac dinh

(1) Trir truong hgp duong théng OP (hogc mat phdng diqua
O va 1) song song véi mat phdng ™. Ngoai 18 nay s& dwoc xda
bd trong $4.

(2) Pidm va duong thing goi la lién thudc néu dudng thing
di qua di¥m hofc dim pndm trén dwdng thdng. Thudt ngtr
€trung tinb» nay nh&n mgnh tinh twong h3 cla quan b
dang xét.
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H. 71. Phép chidu song song

tzong ng dong qui thi ba giao didm ciha cac canh
trong trng kéo dai sé cong tuy&n. Binh ly duge thd
hién trén hinh v& (H.72), d& nghj ban doc thir nghi¢m
lai dinh 1y nay trén cic bhinh vé khac. Chirng minh clia
dinb 1y khong phéi 14 tim thuéng mic ddu hinh vE rit
don gian chi gém co6 cac dwong thing. Dinh 1y rd rang
thu¢c v& hinh hoc xa &nh bdi \i trong phép chi&u thi,
hinh v& dang xét sé khong mit cac Uinh chidt da néu
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H. 72. Pinh ly Bédac trong mit phlng

trong dinh ly. Ta con tré lai dinh ly nay mét l3n nia,
(Y day, chung t6i mudn lru y ban doc m¢t tinb hinh
dic bi¢t 14 djnh ly Dédac ciing diung khi cac tam giac
dugc xét ndm trong hai mit phdng khac nhau (khong
song song) va dinh ly Dédac «ba chiéu» hojc « khong
gian» dugc chirng minh dé dang. Theo gia thi&t, cac
dudng thing AA°, BB’ va CC’ cit nhau & didm O (H.73).

H. 73. Dinh ly Bédac trong khong gian

Nhr vay, cac duong thing AB va A’B’ ndm trén mot
mjt phing, do d6 ching ct nhau & mot didm R nao
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d6: ciing vay, gid tha AC va A°C’ c§t nhaa & didm Q,
BC va B'C’ cit nhau & di€m P. Vi cac didm P, Q, R
nim trén cac canh kéo dai cla cac tam gidc ABC va
AB'C’ cho nén ching nim trong mit phing clia méi
tam giac. Do do, ba didm P, Q, R ndm trén giao tuyén
clia hai m#t phing dd cho; c6 nghfa la ching cong
tuyén va di€u doi hoi did duoc chirng minh.

Chirng minh don gidn ndy goi cho tay dinh ¢3 géng
chung minh dinh 1y Bédac chai chiu » nhé sg chuyén
qua gioi han, tir tir nén toan bo hinh vé khong gian
sao cho hai m4t phing dén trang nhau trong d6 c6 ci
diém O. Song, viéc chuyén qua giéi han nay khéng don
gidn, béi vi giao tuyén PQR s& khong dwoc xéc dinh
mot cach don tri khi hai miit phing triung nhau. Tuy
naién hinh v& trén H. 72 c6 thé xem nhir hinh ph&i
canh cia hinh khong gian trén H.73 va vin c6 thd lgi
dung tinh hinh ndy trong khi chitng minh dinh ly
« phéng».

Cd sr khac biét quan trong gita dinh ly Deédac trén mat

phing va trong khong gian. Ching minh truéng hop bha chiéu
chi dya trén nhirng ki&n thirc hinh hoc cé lién quan dén tinb
lién thudc ciia cac 4idm, cac dudng thing va cac mat phing.
Co thd chirng o ring chirng minh cia dinh 1y bai chidu — vdi
yéu cBu khéng virgt ra khoi mét mat phing cho trude —tat yéu
phii dwa trén nhitng tinh chit nao d6 clia cac hinh d6ng dang
d3 khong con thudc v@ hinh hoe xa dnh ma thudc ve high
hoc métric. '
* Dinh I¥ ddo cha dinh 1y Bédac khdng dijnh rang ndu ba
giro didm cda cic canh twong tng cdng tuyén thi cic dudng
théng ndi cac dinh tirong ing s& ddng quy. Chirng migh clia
dinh ly nay trong truong hop cic tam giac nidm trén 1hirng
mat phiing khdng song sony dugc danh cho ban dge tur thwe
hign @ luyéu tap.
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§ 3. TY SO KEP

1. Dinh nghia va ehérng minh tinh b4t b1én. Néu nhu
d¢ dai clia m¢t doan thiing chinh 14 cai chia khoa cia
hinh hoc métric thi trong hinh hoc xa &nh cling c6 mét
khai niém co ban nho A6 co6 thE bidu thi moi tinh chét
xa &nh khac nhau cia céc hinh.

Gia thir ba didm A, B va C n3m trén mot dudng
tbdng. N6i chung thi m{t pLép chidu khong nhirng chi
lam thay ddi cac khoang cach AB va BC ma lam thay

ddi ci ty sb AB i ta chung.
BC

Thirc vay, ba diém A, B, C bat kjj trén dueong thdng
1 c6 thE dugc bién dbdi thanb ba diém bit ky A*, B’, C’
tréen dwong thing I’ bdng hai phép chidu lién ti&p.
Mudn thdy rd didu nay, ta quay duong thing I' quanh
di®m C’ d€n vi tri 1" song song voi | (H. 74). Sau do,
béng cach chiéu I xudng ! theo phwrong song song voi
CC’ ta dugec ba didm A, B va C” (= C"). Cac daong
thdng A’A” va B'B” cét nhau & O ma ta s¢ chon lam




tam ctia phép chidu thir hai, Hai phép chi&u thirc hi¢n
lién tiép noi trén s& cho ta k&t qua cén thi&tm,

Tir didu di chirng minh suy ra khong thd c¢6 mot dai
lrgng nao duge xac dioh chi bing ba didm trén mot
drrong thing la bt bién trong phép chidu. Nhwng trong
d6 c6 bao ham mét phat minh chl y&u trong hinh hec
xa dnh — néu bdn diém A, B, C, D cho truréc cung ndm
trén mot dwong thing bién thanh nhirng diém A’, B,
C’, D’ cla m¢t dudrng th¥ng khac trong phép chi&u thi
dai lugng goi'la ti sd kép cua bén didm do s& khong
thay ddi gia (ri trong phep chiéu. ¢ day c6 bao bam
mot tinh chit todn hoc clia hé¢ bdn didm trén duong
thdng c6 tén goi la tinh chit b4t bién, tinh ch&t nay c6
thé phat hién thiy trong moi phép chidu clia duwdng
thdng dang xét. Ti s6 kép khong phai la khodng
cach, cling khong phai 1a i sb cac khoang cach ma
1a ti s6 clia hai li s6 nhu vdy: néu ta lap cac ti sd

CA ., DA thi ti s§ cua chung x = CA Qé— la U s8

cB DB CB DB
kép clia bdn diém A, B, C, D, 18y theo thir tir da néu
o trén,

Bay gio, ta s& chirng to ring ti s8 kép clia bSn diém
la bat bién trong phép chiéu, tuc l1a nu A, B, G, D, va
A, B, C, D’ la hai bo bdn diém trén hai dwing thing
va giira chiing ¢6 mét twong wng xa anh thi c6 ding
thirc

CA DA _ CA DA

CB " DB CB DB
Ching minkr la hoan toan so clp. Ta nho ring dié¢n
tich cha tam giac bding nira tich cda canh day voi chigu

(1) .Cac ban nghi xem phai 1ain gl ndu cic dwdng thing
A’A” via B’ B”’ song song v&i nhau.
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<ao; mit khac no ciing bing nia tich cua hai canh voi
sin cha goc xen giita hai canh do. kKhi dota duge (H.75):

dién tich OCA = % h.CA = _;- 0A.0C sin COA-
dien tich OCB = _;_ h. CB— —; OB.OC sin COB,
dién tich ODA = % h. DA = _;_ 0A.0Dsin DOX,
di¢n tich ODB = %- b. DB = __1{ 0B.OD sin DOB’

H. 75. Tinh b4t bién ciia ti 58 kép
Tt d6:

CA DA _CA DB _ 0A.0CsinCOA
CB DB CB DA 0B.OCsinCOB
OB OD sinDOB _ 8inCOA . sin DOB

" 0A_ODsinDOA  sinCOR. sin DOA

Nhir vay, 1i 38 kép ciia bdn diém A, B, C, D chi phu
thudc vao cic goc tao béi cac doan thdng OA, OB, OC,
OD tai didm O. Vi nhitng goéc nay khong thay doi véi
moi bo bdn diém A, B’, C’, D' do A, B, (., D bién thanh
trong phép chidu cho nén ré rang ti s kép khong thay
doi trong phép chiéu.

74



Tinh chat ti s kép
khong thay ddi trong
phép chi&u song song
durgc suy ra tir cac tinh
ch#t so c8p chia cac tam
giac ddng dang. Dé nghi
ban doc tir chirng minh
d? luyén tap (H. 76).

Cho dén nay, khi néi
vé ti 38 kép clia b&n 1. 76. Tinh bit bién cha ti 6
didm A. B, C, D trén kép troug phép chidu song song

duong thing 1, ta di

gid thi&t ti 38 nay gbm c4c doan dwong. Nén
bi&n d3i dinh nghfa nay nhr sau. Ta chon mét trong
hai huong clia dudng thing | lam hwong drong va qui
wdc rdng moi doan théng tinh theo huong dé duge coi
la s8 drong con nhitng doan thing tinh theo hudng
nguge lai 1a cac $8 am. By gid ta s& dinb nghia ti 88
kép cua cac difm A, B, C, D (1&y theo thir ty do) theo
cong thirc

(ABCD) = CA . DA

C8 DB
trong dé déu ciia cac s CA, CB, DA, DB duge chon
theo céc ditu kién dd néu & trén, B&i vi, khi thay ddi
hudong tran dieong thing 1 thi ta chi thay ddi d&u cia
<a b&n doan thdng, cho nén gia tri (ABCD) khéng phu
thuoc vao st chon hurong. Dé nhén thdy ring (ABCD)
co dfu am ho#c dfu duong tiy theo cip diém A, B co
gian cach cip did¢m C, D hay khong. Vi tinh chit « bi
gidn cach » 12 bilt bi€n ddi voi phép chiu cho nén t
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33 kép (ABCD) dugc hiéu

(480) >0 i
> 3¢ > theo nglifa moi (nhu 1a mot
dai lugng c6 ddu) ciing bt
(4800) <0 bién. Ta chon m¢ét di€m gdc
——— y; O trén dwong thdng ! va

cho urng voi mdi di€m ciia
duong thing | khoang cach
tir di€m do6 dén gdc O voi
dfu thich hop goi la toa d¢ x cia no; nhu viy, néu
bidu thi toa do cta A, B, C, D theo the tir la x;, X,, Xq
x, thi ta c6 cong thirc:
(ABCD) = CA DA x5—x c XX
CcB DB X, — X  X(—Xa
X, — X, X, —X

H. 77. D3u clia ti s& kép

Xy — X2 X, — X1

Néu (ABCD) = —1 tue 1a CA = — DA thi cac di¢mC
CB DB

va D chia trong va chia ngoai doan AB theo cing m{t
ti s0. Trong treong hgp nay ta noi réng C va D chia
didu hoa doan AB va méi diém C va D dwoe coi la lién
hop diéu hoa clia diém kia ddi voi cdp didm A, B. Néu
(ABCD) =1 thi cac di€m C va D (ho¥c A va B) trung
nhau.

Cdn lru y rdng khi dinh nghla ti 36 kép (ABCD) thi
thir tr chon cde diém A, B, C, D c6 moét vai tré quan
trong. Ching han, n&u (ABCD) = A thi ti s3 kép (BACD)

0 4 ¢ 0 _ o

P |
_j,J —_—
- T

H. 78. Bidu thac toa dg cha ti s3 keép.
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3& biing 1/A, trong khi d6 thi (DACB) =1 —X; ban
doc ¢6 thd tr chirng mioh didu nay khong kho6 khén
gi. B8n did¢m A, B, C, D ¢6 th& hoan vi cho nhau bing
4.3.2.1 = 24 cach khac nhau, mdi hoan vi twong ung
v&i mot gia tri cia t s3 kép; chlng han (ABCD) =
= (BADC). D& luyén tap, chiung téi danh cho ban doc
chirng minh trong 24 hoan vi c6 th& cla bdn diém,
chi c6 sdu gia tri khac nhau cda ti sd kép, 46 la:

Wi L A=l 1 A
A A 1 — A—1

Séu dai lugng nay, noi chung thi khic nbau, nhung

voi mot s8 gia tri cia A thi c6 th& co bhai dai lwong

trang nhau; ching han, véi A = — 1 trong trudng hep

chia didu hoa.

Ta ciing c6 th® dinh nghla ti s kép cta bdn dudng
thdng 1, 2, 3, 4 dony phing va dong qui la ti sd kép
cita b3n giao didm ctia cic duong thing d6 voi mot
dudng thing nao d6 cung ndm trong mit phing. Vi tri
cta nim deong thdng nay la khong quan trong do tinh
bdt bi€n cua ti s3 kép trong phép chi€u. Tuong duwong
v6i dinh nghia d6 1a dinh nghia sau day:
sin (1, 3) . sin(1, 4)
sin (2, 3) ~ sin(2 4)
phai 14y d&u (4) nfu c§p duong thdng 1, 2 khoéng bi
gian cach bdi ciip 3, 4; phii 18y ddu (—) néu ching bi
gidn cach (trong cong thuc trén thi (1, 3) ching han,
bidu thi goc giira cac duwong thing 1 va 3). Cudi cung,
c6 the dinh nghia ti s8 kép ctia bdn ma phdng ddng
truc (b%n mit phing cdt nhau theo mot_dudng thing
hodc ctruc»). N&u mét dwong thlng nho do cét cac
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mit phing tai 4 diém
thi ti s Lkép cua
nhitng diém do bao
gio cling c6 mét gia
tri khong phu thudc
vao viée chon duong
thfing (d& nghi ban
doc chirng minh d&
luyén t4p). Boi the co

th® goi gia tri thu

". dugc 1a tl s8 kép cia

bén mit phing dang

xét. Noi cach khac,

H, 79. Ti s6 kép chia bén mit phdng €O thé goi ti s& kép

ddng tryc. clia bdn mit phing

ddng truc 1a ti s kép

clia bdn giao tuyén

cla ching v&i mot mit phdng thi nim bt ky (H. 79).

Kbai ni¢m ti s§ kép cia bdn mit pblng ggi y ta néun

v&n d&: litu c6 th® dinh nghfa bién d8i xa &nb cla

khoéng gian ba chigu 1&n chinh khdng gian d6 bay khong.

T4t nhién, dinh nghia bing phép chiéu xuyén tam

khong mé& rong dugc mot cach trire ti€p tir truorng hop

hai chidu dén truwong hgp ba chidu. Nhung c6 thé

chirng minh ring, méi bién dbi lién tuc cia mit phing

1&n chinh né bi€n ddi cdc di®m thanh céc diém va céc

drong thing thanh cac duong thdng mot cach don tri

hai chidu la mét bi€n ddi xa dnh. Tinh hinh d6 da goi

y cho ta dua ra dinh nghfa sau diy d&i voi triwong

hop ba chidu: mét bién ddi xa anh clia khong gian 12

mot bi€n ddi lién tuc don tri hai chi®u bi&€n cac duong

tb&ng thanh cic dwong thding. Co6 tht chung minh cac
bi&n d8i nhur vAy béo toan ti s8 kép.
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Ta bd sung thém mot s8 chu y nira. Gia sir cho ba
didm A, B, C ¢6 toa d9 x,, Xg, X,. Cién tim diém tha tu
D sao cho (ABCD)) = A (A cho triwgc). NOi chung, bai
toan co va chi co mot 1oi gidi (truong hop d¥c biét
A = — 1, bai loan qui vé& viéc dung dim diéu hoa thu
tur, s& dugce xét ti mi trong muc ti€p sau). Thuwc vay,
néu x la toa do cia didm D phai tim thi phwong trinh:

X3 —% X—%
X3 — Xq X —X
c6 dung m¢t nghidm. Cho rdng x,, x,, x, l& cho truéc

va & cho gon, a4t X3 "X _ k ta dwoc nghiém c6 dang

X3 — X2
x = kx;_—_}\)gz Ching han, n&u cac dim A,B,C cach déu
nhau va c6 toa do theo thu tyy x;=0, x,—=d; x, = 2d thi
I e L 2d
°d — 4 2 — A

Néu duong thing 1 duee
chigu tir hai tAm khac nhau
O’ va 0" 1&n haidudng thing
I' va I'" khac nhau thi ta
s€ dugc mot teong Ung
P « P gifta cdc di¢m cla
cic dudng thingl val va
mot turong ung P « P” gilra
caz didm cha cac duong
thidng 1 va I””, Nkitng twwong
ung 46 quy dinh ra mot
tuong rng P’ « X gittacac
diém clia cac duong thing (=9~ ¢ &
I’..\\'a v sao.Ch.o mol by l?on H.80. Twong ttng xa anh gita
diem A’, B', €, D" ¢6 cang cac ditm cha hal duong
mot ti s kép voi by bdn thing
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didmtzong zng A*', B, G, D*-tréa I"*. Moi trong 1rng
mit — mot giita cac didm cda hai duong thing co
tinh chitde duoc goi la mét twong itng xq dnh, khong
phu thuéc vdo phirong phép xac dinh twong trng do.

2. Ap dung vao t&r giac toan phan. Véi tie cach mét
ing €ung cia tinh bt bi&n cia ti s3 kép, ta s& chung
minh mot dinh Iy tuy don gidn nhung quan trong cia
hinh hoc xa &nh. Ta xét tt gidc toan phdn 1a hinh hop
bdi bdn duong thing bit ky trong d6 khong co6 ba
dudng nao dong quy vk sau giao dim cida ching.
Trén H. 81 bdn duong thdng do la AE, BE, BI, AF,

Cac dwong thing

, AB, EG va IF 1a

cac dudng chéo
clia tor giac.

Ta xét mot
dirdng chéo (AB
ching han) va 13y
cac giao didm C
va D cia no voi
hai dudng chéo

3 khac. Binh ly
H.8! Tt gisc todn phin, khfing dinh st
' tdn tai ctia ding
thirc (ABCD) = —1; didu nay dugc dién dat blng 1&i
nhu sau: cdc giao ditm clia m¢t dudéng chéo véi hat
duong chéo kia s# chia di®u hoa doan ndi cde dinh cia
tir gidc. Mudn chirng minh, ta chi cin luu y rdng:

x = (ABCD) = (IFHD) (chi&u tir E)
(IFHD) = (BACD) (chi&u tir G)

Ta da biét: (BACD) —= . b&i thé x = -, ¥ =
x

(ABCD)
=1, x=* L. Nhueng vl G, D gian cach A, B cho nén.
il 88 kép x 4m, do dé n6 phai biing —L
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Tinh chit dic bidt cia tir gidc toan phin wira thu
duoc gitp td dieng didm lién hep didn, hoa voi didm C
4oi voi cip A, B (n€u A, B, C cédng tuyln) chi blng
thwoe ké. Chi ciin chon mét difm E bit ky & ngoai
duong thing dd cho rdi v& cic duong thing EA, EB,
EC; sau d6 iy diém G tay y trén EC rdi v& cdc duing
thing AD va BD ciit EB va EA & cic didm F va [; sau
ciang v& dwong thdng IF cho cdt diryng thing ban didu
& didm D phéi tim.

§4. S SONG SONG VA SU vO HAN

1. Nhwrng didm xa vé6 tan «ly twong». S xem xét
k§ lwréng nhirng*diéu da trinh bay trong mne trirée cho
ta thdly ring trong nhidu treéng hop, nhifng ludn cir
dwa ra s€ mit hi¢u lirc néu nhitng duang thdng ma giao
dim phdi dyng ciia ching song song v&i nhau. Ching
ban, phép dirng didm didu hoa thir tr D s& khong thirc
hién dwroe néy '
dwreng thing IF

Y vy
song song v&i AB. ff//,{/% ........
Céc 14p ludn hinh  “ 8 Ui

hoc & méi buée

s& phire tap thém  Hink 82. V& duong thing qua chwéng
do cac dirdng song ngai vit.

song khdng co6

didm chung, méi liin néi d&€n giao di€m ciia cac dirdong
thing lai phdi xét riéng trrong hop song song. Mt
khéac, ta bugc phdi pban biét va gidi thich phép chicu
song song bén canh phép chiu xuyén tdm. Néu khong
thodt ra khdi tinh trang dé thi hinh hoe xa &nh t&t s&
khéng tranh khoi eire kY phirc tap do phai nghién ciru
mot cach chi tiét cdc ngoai 1¢ va truwong hop riéng.
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Didu do giup ta tim ra 13i thoat theo hwéng khac, cu
th& 1a theo con dudong khdi qudt héa cdc khdi niém co
ban d? x6a b dugc nhitng ngoai 1¢ c6 thé co.

Mot minh hoa hinh hoc s& gitip ta, Ta thdy ring néu
mot dwong thdng cit mot dirng thdng khac dang quay
dan toi vi tri song song thi giao difm cda hai dudng
thing s& ra xa vo tan. Didu nay dwa ta dén mot khing
dinh ngay tho : hai dwong thing cit nhau «& mot didm
xa vo tan», Cin phidi gan cho cach dién dat kidu trén
mot y nghia chinh xac d& c6 thd ti&n hanh cic 14p ludn
d6i voi nhitng di2m « xa vo tdn » ho#c con goi la nhirng
didm «ly twrdng » ciing tin cdy va chinh xac nhurr nhirng
lap luan d8i véi cac diém thong thuwong trong mit
phfing ho#c trong khong gian. Noi cach khae, chung ta
mudn moi qui thc xir 1y cac didm, cic durdrng thdng, cac
miit phing vin c6 hié¢u lirc 48i voi cae yéu t& clia hinh
hoc «ly twdng». V& ¥ nghia todn hoc thi sir ton tai
acic diém xa vo tan» s& dwroc bdo ddm néu céc tinh
chit toan hoc clia nhitng y&u t8 mdi dwa vao do, tiecla
quan hé¢ trong hé clia ching vé&i nhau va véi cac diém
«thong thudng » 13 rd rang va khong c6 sy mau thudn
1in nhau. Thong thirdng, mot hé tién d& hinh hoc (trong
hinh hoc Oclid ching han) duge suy ra bing cach trira
trong héa nhirng quan sat trén caec sir vat vat ly:
v&t ti€p xuc clia bat chi véi to gidy hodic cia vién phin
voi m#t bing den, nhitng sgi diy cing thdng, nhirng
tia sang, nhirng thanh rin v. v... Cac tinh chit cia diém
va dwong thdng hinh hoc dirge mé th bdng cac tién dé
chinh 1a nhitpg sir m6 td don gidn hoa va ly tuéng héa
& mirc d0 cao hanh vi cha « nguwdi anh em sinh doi»
vat 1y hgc trong tng véi ching. Qua hai v&t chim chi
tuy y khong phai chi v& duwgec mot ma « nhidu drong
thing». Néu duong kinh clia vEt cang nhd thi cac
« duong thiing» nhu vdy s& kho phan bié¢t voi nhau
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piy 1a ly do ma ta dé phat biéu thanh mt tién d€ hinh
hoc «qua hai dicm bt ky cé thé vé mot va chi mot
duong thing»: & ddy ta néi v8 chc didm va dudng
thing hinb hoc «triru twongs c6 tinh chit thuin tiy
tr bién. Didm va duong thing hinh hec c6 nhitng tinh
chit don gian hon nhin so vo&i cac tinh chilt cha bit
ky s vat vat 1j nao. Sy don gidn hoa 1a mét didu kién
quan trong cho phép xay dirng hinh hec bing suy dién.

Nhir ta di nh#n manh, hinh hoc thoéng thudng cha
cac di¢m va dudong thing di tré nén phirc tap do tinh
trang khong c6 giao dilm clia hai duong thing song
song. Di€u nay thuc dldy ta don gidn hoa tidp tuc cu
triic clia hinh hoc biing cach mé& rong khai ni¢m di€ém
hinh hoc d& x6a b trréng hgp ngoai 1¢ d6 <ling nhu
ta di m& rong khai niém s8 d& xéa bd nhirng han ché
khi trir va chia. Trong hinh hoc, ciing nhu trong sd
boc, ching ta di lrutim dén vi¢c bdo toan trong pham
vi dd m¢ rong nhirng qui luat dd chi phoi cac quan h¢
trong pham vi ban diu.

Nbu vay, cluing ta qui woc rdng sé bd sung thém vdo
cdc diem thong thuéng cia mgt dudng thang bat ky
mgl diem nita — diém 1§ twdng — va sé coi di¢m ndy
dong théi thude vé tdt cd cac dudng thang song song véré
duong thing di cho ma khong thudc cdc dudng khac.
Hé¢ qua clia qui u6c nay la moi c§p duong thing trén
mit phing di cit .nhau & mot di€ém duy nbit: ¢ac
duong thing khong song song thi ciit nhau & diém
thong thuong, nhitng duong thdng song song cit nhau
& ditm «ly tudng ». Voi ly do trye giac thi diém ly
tudng nay clia dudng thing dwgc goi 1a diém xa votsn
trén dudng thing.

Bidu tuong trire gisdc vé& di€m xa vo tin trén duoong
théng c6 thé ddn dén y kién phdi thém vao hai di¢m
«ly tedng » trén duong thing theo mdi hudng clia no.
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Ta chi b3 sung thém mot didm ciing chi vi ta lru ¥ dén
viéc blo toan dinh luat: qua hai duwong thdng v duge
mél va chi mot dixtng thdng. N&u mdt dudng thing co
hai didm xa vo tdn cing voi t&t cd nhitng duwdng thing
sony song v&i nothl qua hai ¢ dim» nhir vy s& c6 mot
tap hop vo s8 dudng thing.

Ta ciing qui wdc bd sung thém vao s8 cac dwong
thdng thong thuong mét dudrng thdng nira goi laduing
thing « xa vo tdn» chira tét cd cac didm xa vd tin cla
m#t phing va chi nhiing dilm dy ma thoi. Ta buje
phai thira nhan qui wéc d6 n¥u ta mudn bao toan dinh
luat ban diu — «qua hai didm tuy y c6 mot dwong
thdng. - vamoét dinh ludt nlta «bat ky hai duwong
théng nao ciing cfit nhau tai moét di€m». Thire vay, ta
i&y hai dim 1y twdng bét ky. Puong thing duy nhit
&i qua hai didm do khong th& 13 duéng thing thong
thuong, boi vi theo qui woc di dugc thira nhan thi
moi duong thinyg thong thuong chi chirn mot diém ly
teong. Mt khic, duony thfing do khong thé chira
nhitng didm théng thwong, boi vi qua mot didm thong
thuong va mét trong nhirng diém 1y tudng tit y&u co
m¢ét duong thing thong thudng. Rut cuc, duong thing
dwgce x¢ét phai chira 1af cd cac didm 1y tudng, boi vi ta
mudn rdng noé phaicéddidm chung véi moi dirérng thing
thong thirong. Nhu vay, dudong thing ina ta néi d&€n
t#t y&u phai co {4t cd cic tinh chéit ma ta di gan cho
duong thing ly tedng & trong mit phing cia ta,

Theo cac qui wée di dwrge thira nbin thi moét didm
xa YO tdn s€ duge xic dinh ho#ic dwoe bidu thj bdi mot
ho céc dudng thdng song song, cling gidng nhuw mot
s8 hitu ti dwee x4c dinh béi mot ddy cdc doan hiu ti
Idng nhau. Mét phiwong phap qui wéc loai nhir vay sé
m)> tA tinh song song bing cac thudt ngir lic diu danh
cho nhirng sy v4t tryc gide riéng ré, duge thdng nhit
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lai v&i muc dich khong k& thira nhirng trrong hop ngoai
16, nhitng trrong hop nay bay gior lai dwoc dn dudi
ahitng thuat ngir (va nhirng thanh ngl) da dugce dung
cho cac trrdng hop « thong thirgng » ban diu.

Tém lai: nhitng qui woe cha ta vé phin tr xa
v6 tin d3 dwoc lira chn sao cho cic dinh ludt chi
phdi chc m8i twong quan lién thudc gifra cac dim va
drong thing thong thudong degce bio toin trong pham
vi m& rong, sao cho viéc lim cic giao diém clia hai
dwong thing, trurdc kia chi lam droctrong treonghgp
khong song.song, bAy gitr s& thire hién duge khong han
ché. Nhitng Iy do dura ta d&n sy don gidnhoa hinhthirc
trong cac trong quan lién thudc dwoce thé hign c6 phan
triru trong — Nhirng & nhitng trang tiép sau, ban doc
s& thdy ching l1a nhitng k&t qué hoantoin co Iy.

2. Nhong phan tir Iy twéng va phép chiéu. Viéc dua
vio cac didm xa v6 tin va dudng thing xa vo tdn trén
mit phing gitip ta xem xét phép chidu cia mit phing
nay trén mit phidng khac
mot cach diy do hon
Gid thir mit pbdng = duge
chiZu trén mi#t phing t’qua
tAm O (H.83). Phép chifu
nay x4c lAp mét trong rng
gitra cc diém va cacdudng
thdng ciia = voi cac didm va
cic dudrng théing ciia =°. Méi
didm A trén = twong irng
voi mot didm duy nhit A°
trén =’ voi cadc ngoai 1¢ sau
dAy : n&u moét tia chidu xudt
phat tir O song song v&i mit

- . 1. 83. Sy nay sinbh che
phing n'thi né s€ cit mtai ,han tir xa v& tan trong

didmA khong trong irng voi phép chida
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mot diém théng thu'o'ng néo cia ='. Nhitng diém
ngoai 1& nhur viy ciia mit phing = s& nim trén
dudng thing 1 khOng trong wny voi mot duong thing
thong thuong ndo cia mit phting =. Nhung viéc néu
nhirng ngoai 1¢ do s€ la thira néu ta qui uwoc tuorng
irng di®mA voi mot diém xa vo tan trén mit phdng =’
1dy theo hudngclia dudng thing OA, tuwong irng dwrong
thing | voi mot duong thing xa vo tan trong mit phéng
xt’. Twong tir, ta cho tuong irng mot diém xa vo tan
nao do trong mijt phdng © voi mot diéim B° & trén mot
dudong thing m’'trong mit phiing = sao cho moitia di qua
m’ xuit phat tir O s& song song v&i miit phing =, Ban
thAn duongthing m’s& trong irng voi mot duong thiing
xa voO tAn cla mit phing n. B&i thé, bding cach dua vao
trong mit phiing cac diém vaduong thing xa vo tan ta
88 dugc két qua 1a: hinli chiéu cita mgl mgt phdny irén
mit phdng khdc sé quy dinh mét tuong ing mot — mot
giita cac diem va duong thdng cia hai mat phdng ma
khdng co ngoai l¢ nao. llon nira, dé thay Lir nhi@rng qui
voc di duge thira nhan sé suy ra dugc hé qua: mot
di®m ndm trén mot dueong thing n&€u hinh chiéu cia
didm #y nim trén hinh chiéu clia duwong thing. Tir do
thdy rdng moi dinh 1y co6 lién quan dén cac diém
thing hang, cac duong thiing dong qui v.v... va nhirng
dinh ly chi noi v& nhitng diém, nhirng dudng thiing
va cac lwong quan lién thugc 12 b3t bi€n d8i voi phép
chi€u theo nghia r¢ng. Di€u nay cho phép ta xr ly
cac diém xa vo tdn cla mit phing = biing cach thay
chiing b&i cic diém tuong rng thong thuwong trén mit
pbdng =° c6 dugce trong phép chidu.

D2 c6 mot « md hinh» Oclid cu thd cia mit phing
mé rong co6 the dung cai thd hi¢n cia nhitng di€ém xa
vO tén trén mit phing = do phép chi&u tr mot diém O
& ngoai 1én nhirng diém thong thuwong clia mit phing
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ghac x’. Mudn thé, ta s& khong d€ y dén mit phing
< ma t4p trung vao mil phdng & va nhitng duong
thing di qua O. Moi ditm thong thueing clhas luong
wng voi mot dtrong thiing di qua O khong song song
voi 7t; mdi diém xa vo tdn cla = twong ng voi mot
dudng thdng di qua O song song véi =. Nhur va_y, t&p
Lop tat cd cac didm thong thwong va ly tudng cla =
¢é trong ng v&i mot t4p hgp dwong thdng di qua O
trong ung nay la mdt — mot va khong c6 ngoai I¢ nao.
N hitng didm & trén m¢t duong thang nao do trong mijt
phang 7 bi&n thanh nhdng ducng thdng trén mot mit
phiing di qua 0. Mol di®m va mot dudng thing trong mit
phiing = la lién thudc khi va chi khi duong thing va
mit phdng di qua O trong &ng la lién thude. N6i cach
kirac, hinh hoc Lién thujc cia cac didm va cic duong
thing trong mit phing md rong la hoan toan tirong
duong voi hinh hoc lién thuge cha cac duang thiing va
m¥t phiing théng thuwong di qua mot didm cd dinh
trong khong gian.

Trong khong gian ba chiéu thl tinh binh cing hoan
toan trong tir, tuy rding khong th® dung phép chidu
lam cong cu trirc quan, O day, ta ciing dwa vao mgt
di®m xa vo tan dic bi¢t lién k&' v&i moi ho duonyg
théing song sony. Trong méi mijt phing c6 mot dudng
thiing xa vo tan sau do, mot phian tir méi duge dura
vao, do 12 mit phing xa vo tan chira tat ca cac diém
xa vo tdn clia khong gian va chira t8t cd cac duong
th&ng xa vo tan. Moi mit phdng thong thuong sé cit mit
phiing vo tan theo m¢t duong thing xa vo t4n cla no.

3. Ti 86 kép vori céc phan tir xa vo ten. Con phai néu
thém mot cha y nixa v8 tl s8 kép voi cac phdn tir xa vo
tan. Ta ky hiéu didm xa vo t4n trén dwong thdng 1 la
w. Ta xét xem ky hiéu (ABCoo) duge xac dinh nbur thé
nao néu A, B, C 1A ba dimn théng thuong trén 1. Gid
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thir P 1a mot di¢m nio do trén 1, khi 46 (ABC ) duge
xem nhu gi¢i han cua (ABCP) khiP ra za votén trénl.
Nhung:
D
(ABCP) = CA . PA
CB PB

Va khi P ra xa v t4n thi %;—} din t6il. Tur do suy

o CA
ra dinh nghia: (ABCoe) = —
inh nghfa: (ABC=) = =
Bic biét, néu (ABCoo) = 1 thl C I trung di®m ctia doan
AB:irung diem cia mét doan thing va diém xa vo i{dn
lay theo hwong cia doan thing sé chia diéu hoéa doan

thing dd.

§. 5. CAC UNG DUNG

1. Chau y mé& dau Sau khi dwa cac phdn t&r xa vo thn
vdo, ta s& khong phai dit difu kién truéc cho mei
trurong hop song song ngoai 1¢ ¢6 trong cac phépdirng
va tromg cac
chirng minh dinh
Iy. Chi cdn nho
rdng, n€u mot
diém 1A xa v6 tan
thi moi duong
tbing di quadiém

H.84. T{ s8 kép khi cé ditm vo tn do la song song.

Ciing khong cin
phan biét gilta phép chidu xuyén tdm va phép chitu
song song, b&i vi phép chiéu song song khong cé gi
khac la phép chifu tir mot di®m xa vo tan. Diém O ho¥c
durong thing PQR trén 11.40 ¢6 the l1a xa votan (1.85
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minh hoa
truong hep thir
nhit), ching
t6i danh d2& ban
doc luyén cach
phat biéu bing
thuft ngé « hitu
han» (tc la
nhirng  thuét
ngit khong H.85. Ciu hinh Pedac voi tam Vo tan
chua cai vo

han) nhing .
khéing dinh twrong wng cia dinh ly Bédac. Khong ph.ai
chi viéc dién dat ma ca viéc chirng minh cac dinh ly cug
hinh hoc xa &nh c6 thd duge don gidn di do két qua
ciia viéc dwra vao cac phidn tir xa vé t4n N guyén t’éc
chung nhw sau. Ta qui wéc goi «mot 16p xa anh» cua
mot hinh binh hoc F nao d6 12 motlop tét cd cachinh
dugc suy ra tr F qua nhitng bién ddixa anh. Cactinh
chit xa Anh clia F chinh 1a cac tinh ch@t xa &nh cia
mot hinh bt ky trong 1&p xa &nh cla no6, bdi vi, theo
dinh nghfa thi cac tinh chit xaénh durgc blotoantrong
phép chi&u. B&i thé, mot dinh 1y xa dnh bt ky (tre 14
métdinh 1y chi néi dén cac tinh chit xa anh) dﬁ?g voi
binh F ciing ding voi « mot dai di¢n» b&t ky cua lop
xa anh. Ta c6 th® lgi dung k& qua nay d& chon « mot
dai di¢n» nao d6 ma ddi v&i « dai di¢n» nay thi vige
chirng minh la don gidn honso véi bn thén hinh F.
Ching han, tir m6t tam O cho trudc co thé chi€u hai
didm A, B tuy y clia m¥t phing = ra vo tan néu chiéu
chiing 1én mot mit phling song song v&i mit phing di
qua cac didm O, A, B; cac duedng thing di qua A ho¥c
di qua I3 58 bi&p thanh m¢t ho céc dudng théing song
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song trong phép chigu d6. Ta s& thirc hién mot bién ddi
so bd nhu thé trong ching minh céc dinh ly xa anh
clia chuong nay.

Ta s& diang d&n mdt tinh th& sau day cé lién
quan d&n cac duong thlng song song. Gia thi hai
duong thdng di qua didm 0 cdt cac duong thing
}, va I, & cac difm A, B, C, D nhw dd chi trén
H. 88. N&u cac duong thdng 1, va 13 song song thl

A

0 7] (3

H. 86. Cac tam giac ddng dang 1go bdi cdec Qudng
thing song song

OA _ OB ‘s ngroc lai, néu c6 heé thirc nay thi cée

oG oD

dudng thing 1, va l; s& song song. Ching minh duwgc
suy ra tir cac tinh chit so céip cia tam giac déng dang
s€ danh cho ban doe.

2. Chieng minh dinh ly Dedac trong m#t phéng.
Bay gio, ta s& chung minh (khong dung d&€n phép
chi€éu khoéng gian) rdng, né€u hai tam gidc ABC va
A'B’C’ & trén mi#t phdng nhue H. 40, tiec 14 néu cac
duong thing ndi cac dinh tuwong irng cét nhau tai cing
mot didm thi giao di®m cac canh twong irng sé thing
hang. Mudn v4y, ta chi&u hinh v sao cho cac diém Q
via R ra vo0 tan. Sau phép chi€u d6, dwong thlng
A’B’ s€ song song voi duong thing AB, dwong théing
A’C’ s8 song song v&i dudng thding AC (H. 87). Nhw dd
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H. 87. Chiéng minh dinh ly Pédae

nh&r manh & muc 1chrong nay, mudnchirng minh dinh
ly Dédac trong trwong hoptdng quat thi chi cdn chirng
minh no cho trwong hyp hinh v& d¥c biét dang xét
& day. Tuc la chi cin chitng minh giao diém P cia ¢ac
canh BC va B'C’ ciing ra xa v6 tin nghia la B’C’ song
song v&i BC: khi do cac didm P, Q, R s& cdng tuyén
(bdi vl ca ba s& nim trén duong thing voé tdn). Ta lirn
¥ riing: AB//A'B’ kéo theo —:— = ;—;AC//A‘C’kc’o theo

= = va BC//B'C’ (dpcm).
y

C&n nh3n manh rdng chirng minh dinhly Dédac vira
néu dua trén kbai niem d¢ dai doan théng toan hoc.
Cho nén, trong trueong hop nay thi mot dinh 1y xa anh
did duroc chirng minh b#ng cac phurong tién métric. Mét
chu y quan trong khéc 12 nhwr sau. Trudc day ta da
chi ra ring khaj niem bi€n ddi xa &nh c6 thé cho boi
mot dinh nghfa ¢ noi tai» (¢bidn ddi xa anh cia mit
phfing 14 mot bién ddi giir nguyén moi ti s§ kép»). Tir
dé6 suy ra dinh ly Dédac c6 thé dwqgedién datva ching
minh ma khéng vwot ra ngoai khong gian tirc la
Lhpng cin d&n cae bitu dién va phép dung ba chidu.
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3. DPinh Iy Paxcal (¥ Binh I nav duoc phatbiéu nhu
sau: Néu cde dinhctia mét hinh lyc gide lda luotndniirén
hai durdng thing cal nhau thi cac giao digm .4, Q, R ciia
cde canh déi dién cia lyc gide nay thdng hang (H. 88)
(chu tuyé&n cia lyc giac co the tw cit. Ciing d&¢ nbin ra
th€ nao 14 cdc canh « ddi » qua H. 89).

11. 89. Panh s§ cic
dinh luc gidc déu

H. 88. Ciu hinb Paxcal

Co th® gia thiét P va Q ra vd tin n&u thirc hién mot
phép chi®u so by. Con phldi chirng minh r&ng R ciing
ra vo tAn. Tinh hudng dé6 dwoc minh hoa trén 1. 90,
trong do6 23//56 va 12//45. Cdn ching minh 16//34.
Ta co:

a b4y b ad4x.
at+x b4y+s bty adx4r

(1 & § 8, myc 4 ta s& xé djnh ly t3ng quit hon. Trudng
hop dic biét & A4y ciing lidn quan dén tén tudi cha Alexsng
Papa (th& kJ III truéc cong nguyén).
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b1y 5 s 2

H 60, Chirng minh,
dinh 17 Paxcan

, suy ra 16,/34 (dpcm).

4. Djnh ly Brianson
Binhly nay dugephatbitu
ohur sau: Néu cdc canh
cita hinh luc gide lan kept
di qua hai diém P va Q
cho truéc thi ba dudng
chéo ndi cac dinh doi dién
cua luc gidc sé dong qui
(H.91).

Bing ot phép chidu
so by ¢6 thé lam cho P
va did®m ma hai duong
chéo b&t ky, chiing han
14 va 36, cft nhau & xa

vd t4n. Tinh budng nAy duec bidu dién trén H. 92.

Boi vi 1‘1-//36[1]1 —E—- — -.u_ . Nbung dﬁng thoi X =
v y

2
b

H. 91. Cau hinh Brianson



béi  th& 36/,25, tic la ca ba
duéng chéo song song voi
nhau, tirc 1a ching d6ng qui.
Nbir th& dd da d& dinh ly
dwoc chung minh trong truong
hgp tdng quat.

5. Cha y v& tinh d6i ngiu.
C6 18 ban doc dd nhén ra sy
H. 92. Chirng minh gidng nhau d¥c biét cia cac
dinh 1y Brianson dinh ly Paxcal (1623 — 1662)
va dinh ly Briansén (1785 —
1864). Sir giGng nhau nay duoce

thé hién ré n&u d%t hai cach dién dat canh nhau:

Binh ly Paxcal Pinh ly Brianson
N&u cac dinh chia hinh N&u cac canhcia hinh
luc gidcdéu linlrot ndm luc gisc ddu l&n luot di
trén hai duongthing thi qua hai diém thi cac
giao didm cic canh d3i duong thing ndi cac dinh
di¢n thdng hang ddi dién ddng qui.

Khéng nhitng chi c¢6 dinh ly Paxcal va Brians6n, ma
noi chung, t4t ca c4c dinh Iy cla hinh hoc xa &nh ¢é
thé nhém lai tirng d6i sao cho hai djnh Iy trong ciing
mot ciip gidng nhau, nghia 14 déng nh&t v6i nhau v&
céiu truc. Hién tuwgng nay cé ténla tinh ddi ngdu. Trong
hinh hoc phéng thi diém va duong thing 1a c4c phin
tr 481 ngdu véi nhau. V& duwong thing qua moét didm
va danh ddu mot didm trén mot duong thdng la hai
thaxo tac d3i ngau voi nhau. Hai hinh dwgce goi 12 d48i
ngiu voi nbau n&u hinh nay thu dwge tir hinh kia bdng
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cach thay thé mdi phin t&r vd méi thao tac bing mot
phan tir d3i ngdu va mot thao tac d3i ngdu. Hai dinb
ly 1a d8i ngdu voi nhau néu dinh ly nay bi&€n thanh
dinh 1y kis trong phép thay thé mdi phin t va
mdi thao tac bling mot phin t&r d8i ngdu va mot
thao tac d8i ngiu. Ching han, dinh ly Paxcal va
Briansén 12 d8i ngdu voi nhau, trong khi dinh ly
ddi nglu vé&i dinh ly Dédac 1A dinh ly ddo cua né.
Hién twgong ddi ngdu phan biét r&t rd hinh hoc xa
anh véi hinh hoc so cﬁp (métric) vl hinh hoc so cip
khong cé tinh d8i ngdu (Chdng han, khong thé nao tim
ra dirge mot khdng dinh «d8i ngdu» véi sy kién la
mot goc cho trude chira 379 hofc mot doan thing cho
truoe bing 2 don vi dai). Nguyén tdc ddi ngdu matheo
d6 méi dinh lg dung cia hinh hoc x@ dnh dugc cho ting
voi mét dinh ly ddi ngdu véi no cing dang da dugc
nh&n manh trong nhiéu sach gido khoa biing cach sép
x€p cac phat bidu va chirng minh dinh ly song song
nhau nhu ta da lam & trén ddy. Nguyén nhan néi tai
cla hién twgng d8i nglu s& dugc nghién ciru trong
chrong sau.

§.6 BIEU DIEN GIAI TiCH

1. Cha ¥ m& dau. Troung thoi ky ddu clia st phat tridn
hinh hoc xa Anh tdn tai mYt xu huong kién tri thirc
hié¢n t&t cA cac phép duyng trén co s& tdng hop hoic
« thudn tuy hinh hoc» nhu ta thuong néi, tranh hoan
tcan khong ap dung cdc phuwong phap dai 6. Viéc thiee
hién xu huréng nay da gip nhiéu kho khin lon bdi vi
ludn ludn c6 nhirng chd ma & d6 nhirng dién dat dai
s& la kh6ng th® tranh khdi. Mii dén cudi thé ky
XIX moi dat duwgc thinh cong hoadn toan trong viéc
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xAy dirng hinh hgc xa anh thudin tay tong hep voi
nhitng phirc tap dang k& V& mit nay tki phuong phép
ctia hinh hoc gidi tich d& td ra c6 hiéu qua,,Toan hoc
hién dai duge d¥c trrng boi mot xu huwéng khéc dira
trén co s& xay dirng khai ni¢m sd, con trong hinh hoc
thi xu hiréng 46, bét ddu tir Fecrma dén Bécac, di gianh
théing lgi quy&t dinh. Hinh hoc giai tich dd& khong con
14 mot coéngcu thie y€u phuc wn cho cac 14p lugn hinh
hoc ma d& tré thanh mot 1inh wie d¢c lap, trong 46
mot thd hién hinh hoc c6 tinh ch#t friec gidc clia cac
thao tac va k&t qua d8 khong phii 1a muc dich cudi
cung, ma ¢6 chirc ning cla mot nguyén thc chi dao
gitp ching ta dir doan va hidu cdc sir kién cda giai tich.
Sir thay d5i nhw viy vé gia tri cda hinh hoc 12 hé qué
clia sir phat trién tiém tién clia hinh hoc trong binh
di%n Lich sit ciia nhitng sir phat trién va cia nhirng
khuén khd durge m& réng clia cac khai niém cb didn;
dong théri sie thay doi d6 dd thuc ddy s gén bé gin
nhu hitu co clia hinh hoc va gidi tich.

Trong bizh hoc gidi tich thi «ciec toa do» cia mat
s vat hinh hoc duoce hidu nhur mot tdp hop lay g cac
83 cho phép ta xac dinh sir v8t d6 moét cach don iri,
Chdng han, diém duoc xac dinh bdi cic toa 40 vudng
£oc X, y ho¥c bdi cic toa do cwc P, 0 clia né; hinh
tam gidc duoc xdc dinh bdi cac toa d¢ cla ba dinh
gOm (&t cd sdu toa d6. Ta biét ring mot duong thing
& trong mit phdng x,y 1a quf tich cda tit ci cic diém
P (x,y) ma cac toa d¢ cla ching théa min phuong
trinh {uy&n tinh ax 4 by + ¢ = 0 (1) niao do. B&i thé,
c6 th& goi ba 33 a,b,c Ia «cactoa do» cha durong
thdng £y. Ching han, a=0,b =1, ¢ = 0 xac dinh
dwrong thingy = 0, tec la truc x;a =1, b=1,¢ =0
x4c dinh duéng thinyg x = y chia doi goc gifa hwong
dwong clia tryc x va hwéng dweong cha truc y, Cing
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nhue vay, cic phuong trinh sau day s&€ xac dinh « cac
thi&t di¢gn Co-nic »: x2 + y2 = r2 — duwdng tron ban
kinh r c6 tdm & gbc toa do; (x — a)? 4~ (y — b)2 = r2—
dwong tron ban kinh r, tdm (a,b); —:—;- + Lbz; = 1—elip
vv... Thai 49 ngdy tho d3i voi hinh hoc gidi tich mudn
sufit phat tir nhitng biu dién « hinh hoc » thuiin tiy—
di®m, dwéng thing v.v... — rdi phién dich ching ra
ngon ngi s8. Quan diém hi¢n dai la ddi lap. Ta sé
xudt phat tir mot {dp hop 8t ¢4 cac cdp s8 x,y co Lhé
06 dugc va goi mbi clp nhu thé 1a mgt diém bbi vi ta
mudn the hi¢gn mot cach trige quan mot cip s8 nhur vay
bdng m¢! khai ni¢gm diém hinh hoc dé hidu. Ciing vay»
dwong thing 1A maot bidu dién hinh hoc ho¥%c mot thé
hién clia phrong trinh tuyn tinh lién h¢ x va y. Su
thay d8i trong tam tir nhdn thirc trie gi4c ciia hinh
hoc dén nhan thire gidi tich s& m& ra kh& ndng dinh
nghia don gidn vA hoin toan ch#t ch& cac diém xa vo
tan trong hinb hoc xa anh. N6 ciing ciin thi&t cho viéc
thaAm nhap sdu séc vo linh vue nay. P3i véi nhirng
ban doc d& c6 di nhirny ¢i.uln bi so by v& toan hoc,
chuing t6i s& cung cdp vai nét v& 4p dung cac phuong
phap gidi tich trong hinir hoc xa anh.

* 2. Toa d¢ ding edp — Lo s& dei 86 cua tinh dsi
ngidn, Trong hinh hoc giai lich thong thuong, cac
khodng cach tir mot diém toi bai truc vuong goéc cung
voi ddu clia chung la cac toa d¢ clia mot diém trong
mit phing. Nhing, trong mot h¢ toa do nhir vAy s&
khéong c¢6 chd cho nhitng diém xa vo tan ciia m#t pning
xa anh m& réng. Cho nén, néu mudn &p dung cac
phirong phép giai tich vao hinh hoc xa &nh thi phai tiin
mot hé toa do nao d6 chira cac didm 1§ tudng binh
déng v&i cac didwn thong thuéng. Néu ta hinh dung mdt
mit phing X, Y cho truéc (bidu thi la ») ndm trony
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khong gian ba chidu véi cac toa do vudng gocx, y, ¢
(cdc chit nay bidu thi cac khodng cach tir mot didm dén.
ba mi#t phing toa 40 tac boéi cac truc x, y va z vd co
cing véi dfu cda chiing) thi ¢6 thé mo td dé dang mot
h¢ toa 40 nhuw vay. Mit phang = song song voi mit
phéng toa d6 x, y va cach mi#t phéing nay 1, tirc 1A tos
d¢ ba chiéu ciia mét didm > trong mit phdng = 1a (X, Y,
1). L&y g8c O clia hé toa d0 lam tam cia phép chiéu,
ta nhan thdy rdng moi didm P s& trong itng mét — mot
v&i mot dudng thdng OP nao d6 di qua goc toa d¢. Noi
riéng, cac didm xa vo tgn cia mit phéng = s& twong
irng voi nhitng dieyng thing di qua O va song song
vol w.

Bay giv ta xét xem thé nao la hé toa 49 ding cdp cia
cac didm trén m¥t phdng =. Mudn tim cac toa do diing
ciip ta chon m¢t didm bal ky Q khac O (H. 93). Cac toa
d9 ba chiéu x, y, z cla diém Q s& duoc coi la cac lpa
dé ddng cip cia diem I trong mat phdng =. Noi riéng,
cac toa d¢ (X, Y, 1) cia ban thAn diém P la cac toa d¢
diing c&p clia no. Ddng théi cac s tay ¥ (tX, tY, t)
(trong d6 t == 0) ciing 14 toa d6 ddng c&p cia no, bdi vi
toa do clia moi diém ctia duwong thdng OP (trir O) déu
¢6 dang nhwr th&, Ta loai trir didm (O, O, O) vi né ném
trén moi duwong thdng di qua O vA khong thé dung no
d& phan bi¢t cac dudng thing nay.

T4t nhién, he toa d¢ ding cip la bét tién & chd cin
c6 ba s3 thay cho hai 88 d& xac dinh mot did¢m, nhung
didu c8t y&u lai 13, toa d§ cia médt diém khong duwroc
t4c dinh mot cach don tri ma sai khac mot thira s&
khong ddi. Tuy vdy, né ¢6 mot wu didm rd rét Ia chira
dwrgc ca nhitng didm ly tudng xa vo tAn ciia mit phiing
n. Theee vay, mot didm ly tedng P sé twong urng véi
mo6t dudng thing di qua O, song song v&i ©; moi didm
Q trén dudng thing nay co toa d¢ dang (x, v, O); nhur
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vay, cdc toa dé cia diem lj tudng trén mat phdng = cé
dang (x, y, 0). C6 th& viét dé dang phuong trinb toa do
ding cdp ciia mot dudng thing trén mit phing x. Mudn
vdy, chi cin Irru y rdng cac duong thing ndi O véi cac
dim cha dudong thing d6 d&u ndm trén miit phing di
qua O, Trong hinh hoc gidi tich ta d& chirng minh
phuong trinh ciia mit phing nay cé dang:

ax + by 4~cz=0 (1)
D6 ciing la phwong trinh clia dudng thing dd cho
trong toa d¢ ding cdp. BAy gio, khi ma mo hinh hinh
hoc biéu dién cac didm cla mit phing = duoi dang cac
dwong thing di qua O dd 1am xong nhi¢in vu cda no,
ta c6 the bd né di va duwa ra dinh nghia thuln tuy gidi
tich cia mit phiing m& rong nhir sau:

Biém 1a mot bo ba 88 thiee (x, y, z) khong bing 0 t4t
cA. Hai b¢ ba 83 ¢x;, vy, 7,) VA (Xy, Ve 73) nhir viy s& xéc
dinh citng mét digm néu ¢6 mot st == 0 sao cho:

X; == 1%y, Y2 = tyy, 2 = {z,

Noi cach khéc, co thé nhan cac toa do voi mot thira
80 tdy y khac 0 ma khong thay d8i ban than di2m doé
(vl thé cac toa d¢ nay dugc goi la ddng cdp). Didm (x,
¥, 2) l& théng thuong néu z + 0, 1a Iy tuwéng néu z=0.

Mot dudng thing trong mit phdng = bao gdm tit cd
cic didm (x, y, z) théa mén phwrong trinh tuy&n tinh
dang

ax + by +cz =0 (19

trong d6 a, b, c 14 nhirng 88 khong d8i khong bing 0

tdt ch. Noi riéng, cac di®ém xa vo6 t4n clia mi#t phing =
s€ thda mén phuong trinh

Z = 0; (2)

theo djnh nghia thi d6 ciing 14 phirong trinh cta dudong

thing xa v6 Ign cia mit phdng =. Vi mgt duong thing

duge xa¢ dinb béi phuong trinh dang (1°), cho nén bd
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ba s8 (a, b, ¢) ¢6 th® duwoc xem nhu cac toa d6 ddng
¢dp cha dwong thdng (1'). Hon nita ta con suy ra, voi
t % 0 batky, bo ba s (ta, tb, t¢) ciing chinh la toa dé
cia duong th¥ng d6, béi vi phurong trinh:
(ta) x + (th) y + (te)z =0 @)
cling dugc théa mén véi bd ba (x, vy, z) nhu phuong
trinh (1°).
Ta thdy duge trong c4ac dinh nghta nay sir d6i xirng
ddy du gira di¢m va duwdong thdng. Ching d8u duge xac
dinh b&i mot bo ba sg la cac toa do déing cip (u, v, W).
' Bidu ki¢n 4@ didm (x, y, z) ndm trén dudng thing (a, b,
c) dugec bidu thi bdi didng thic:
ax + by + cz =0,
d6 cling 1a di8u kién d¢& didm co6 toa do (a, b, ¢c) ndm
trén dudng thdng co tea d6 (x, y, z). Ching han, dong
nhit thirc s8 hoc: 2.3 + 1.4 + (—5).2 = 0 c6 nghla
1a didm (3, 4, 2) ndm trén dwong thdng (2, 1, —5) ciing
nhr didm (2, 1, —5) n&m trén durong thing (3, 4,2). Su
ddi xirng d6 chinh 14 co s&cha tinh d&i nglu gira didm
va dwong th&ng trong hinh hoc xa &nhb, bi vi mdi he
thirc gilra cac didm va cdc duong thing s& 1a mot he
thire gilta cac dirorng thing va cac didm, n&u cic toa d¢
dugc thd hién ngroc lai: cac toa 4o cia duong thing
duoc coi la cic toa d9 cha didm. Moi phép toan dai s3
va két qua vadn nhir th& nhirng n&u dugec gidi thich khac
di, ta 8€ ¢c6 mét dinh ly twony irng v&i dinh ly ban ddu
v2 mdt déi ngdu. Mt khic, nén lra y rdng trong mit
phdng X, Y thong thudng, khong thé noi dén tinh ddi
ngdu nhue vAy vl phuong trinh clia dudng thing trong
toa do thong thudng
aX +bY+c¢c=0

la khong ddi xung d&i voi X, Y va a, b, c. Chi c6 dua
thém cac phan tir xa vd tn vao (didm va duong thing)
mé&i bao dam 4p dung duwoc neuvén tdc d6i nslu.

® otoanhoc291l@gmail.com -



Mu6in chuydn tir cdc toa 40 ding cip x, ys z» cla didm
thong thwong P trong mat phdng = thanh toa dd vudng goc

thong thuong, ta dat X = ——, Y = <. Khi 46 X, Y bidu thj
z z

khoiAng cich ti didm P
d&n hai tryc vuong goc
cia mis phing =, song
song v&i truc x va true
y nhir da chi trén H. 93
Ta biét. phuong trinh

aX +bY + ¢c =0
bidu thj mét dudng thing
trong mit phing 7. Bat

X=—x—,Y'=-z-vhnb9n

z z
voi z ta dugc phuong
g trinh cha eidng duwong

* thing Ay treng toa %

H. 93. Toa 40 ddng cip. ding cAp 1a:
ax+ by +cz =0,

Ching han, phuong trinh clia dudng thing 2x -3y + z =
trong h8 toa 49 vudong goc théng thugng X, Y s& c6 dang
2X — 3Y + 1 = 0. Nh& ridng didm v6 tan cia dudng théng
dang xét ¢6 toa 46 (3» 2, 0) 43 khdng thda m3n phuong trinh
sau ciung nay.

Ta d4& c6 mot dinh nghia thuln tuy giai tich cla didm va
dwong thing: c6 th® noi gi v& khai niém bidn 83i xa anh?
C6 thd chung td ring, mdt bi&a Adi xa anh. drrge hidu vél y
nghia 43 gidi thich & trén, sé dwge cho (bing gidi tich)

b&i mot hé phwong trinh tuyén tioh:

X = a;x + byy + €52
¥ = agx + bay + cgz @
2’ = azgx + byy + caz

lién ké&t chc toa 4o Jlng cdp x' y', 2’ clia cac didm trong mat
phing ™', v&i cac toa do ddng cdp x. y, 2 cha cac di¥m trong
mit phiing 7. Vuiquan didm tuong ty, c6 thé dinh nghta modt
bi&n d8i xa anh sav cho né duge qui dinh b&i mot bé phuonyg
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trinh dang (4). Khi d6, cac djuh ly ciia hinh hoc xa dah s¢ tré
thanh cacdjnh 1y néi v& su thay 451 cia cac bo ba s6 (x, v, 2)
trong nhirng bién d3i do. Chlng han, viée chirng minh tinh
LAt bidn ciatl sé kép trong cac bign ddi xa anh s€ tr& thanh
mot bai tap dé trong pham vi dai s hge cac bién ddi tuydn
tinh. Ghung ta s& khong di sau vdo qui trinh giai lich 36 ma
tr& lgi voi hinh hoc xa Anh & mit trye quan hen cda nod.

§ 7. CAC BAI TOAN DUNG CHi BANG
MOT THUOC KE

Trong cac phép dieng sau day ta gia thiét chi dung
moét dung cu duy nhdt — thudc ké:

Cac bai toan 1 — 18 duwrge trich ra t mét tac phim cla Ia.
Stayner, trong dé 0ng chirng minh ring c6 thé& khong c¢in dung
dén compa trong cic phép dung hinh hoc néu cho triréc mot
hinh tron véi tAm xic dinh (xem chuong II1,). Bé nghj baa dgc
1am nhitng bai toan d6 theo trinh ty d3 chi dan.

Bon dwong thing a, b ¢, d di qua didm P goi la digu hoa
néu ti sd kép (abed) bing —1. Trong trugng hop nay, ta noi
rdng ¢, d lien hop didu hoa véi a, b va nguee lai.

1. Chung minh ring néu trong chum diéu héa a, b, ¢, d,
duong ihdng a chia d6i géc gitra ¢ va d thi dudng thing b
vuong géc voi dwdng thing a.

2. Dgng duéng thing didu hoa thw tw véi ba Auéng thing
cho truwge di qua mot di¢m cho trude (Chi ddn: dung dinh 1y
tir giac toan phin).

3. Dyng diém diéu hoa tha tw véi ba didm cho truée trén
mot dwdng lhﬁng.

4. Cho mdt goc vudng va mdt géc bat ky voi dinh chung va
m@t canh chung. Gip do6i goée bat ky 43 cho.

5. Cho mot géc va duong pban giac b cia no. Dung dudng
vudng géc voi b tai dinh cda gée cho trude.

6. Chirng minh rdng néu cac dudng thing i, Igs... 1y di qua
didm P cdt dwong thing a tai caec Aidm Ay Asp...r A, V2 cit
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Juong thdng b tai cic didm B,, Bg... By thi tdt ci cac giao
di¥in ciia cac cip dudnyg thdng ABy va AyBi (i # ki sk =
= 1,2,... n) nim trén mdt Qudny thing.

7. Chung mink ring ndu trong tam giac ABC., mot dudag
thang song song v&i canh BC c&t AB & 4idm B’ va cit AC ¢
4i®m C' thi dudong thing ndi didm A véi didm D (giso didm
ciia cac dudng thing B'C va C’B) s& chia d6i BC.

7a. Phat bi¢u va ching minh 8jnh 1y ddo cta 7.

8. Trén dudong thing | cho ba didm P, Q, R sao cho Q '2
trung didn: clia doyn PR. Dygng duong thiing song song véril
vd di qua mét didm S cho truec.

9. Cho hai dwdng thdng song song 1, va l2. Chia 40i doan
thing AB cho truéc trén dwong thing Iy

10. Qua mot didm P cho trugc dung durdng thdng song song
voi hai dwong thdng song song véi nhau cho tru@e 1; va lg
{Chi din: 4p dung 7).

11. Stayner 42 nghi mot l&i gidi sau dAy cua bai toan gip
{di doan thing AB cho trudc v&i didu kidn cho trude dudng
thing | song song voi AB: Qua di2ma C khéng n&m trén dudng
thing 1, khong nim trén AB, dung cac dudng thdng CA va CB
Gid thir A, va By la cac giso di2m ciia chung (theo thi ty) véi
duong thing [. Sau do {xem 10), dung qua C mot dudong thdng
song song v&i 1. Gid thi D la giao ditm cda né véi BA,. Néu
£ 13 giao didm clia AB va DB; thl AE = 2.AB.

Hiy chirng minh diéu nay.

12. Chia foan AB thanh n phdn bing nhau n8u cho triede
mét duong thing | song song voi AB. (Chi dAn: dung 11, dau
tién dat n iAn doan thiing a4 cho trén duong thidng 1).

13. Cho hinh binh hanlh ABCD. Qua di&m P cho trirée dyng
dudng thiing song song vé&i duong thing 1cho trudce (Chi dan:
ap dung 10 vao tdm hinh biub hanh va ap dung 8).

14. Cho bhinh binh hanh. Gip mdot doan cho trirde n lin
(Chi ddn: ap dung 13 va 11).

16. Cho hinh binh binh. Chia m¢t dogn thdng cho truoe
thanh n phin bing nhau.

16. Cho hinb tron véi tAm cd dinh. Qua mot didm cho truréc
dyng duong thing song song vét dwdng thlng cho truée (Cht
44a: ap dyng 18);
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17. Cho binh trdn v&i tAm cd dinh. Tang va gidm dogn thdng
cho truoe n lin (Chi ddn: ap dung 13)

18. Cho hinh tron vé&i tam c¢d djnh. Qua mdt ditm cho trudc
dyng dudng vudng géc vii dwong tbing cho trirge (Chi dan:
dung hinh chir nhit ndi tiép trong hinh tréon d@ cho co6 hai
canh song song vé&i dwdng tbing a3 cho, rdi qui vé bai toan
truée).

19. Xem lai chc bai toan 1 — 18 vi k& ra nhitng bai toan
dung co ban c6 thd thirc h'én durge nhé thurde ké hai 18 (voi
hai canh song song).

20. Hai duwéng thlng 13 va Ig cho truéc cit nhau & @idm P
virgt ra ngodi gi¢t han ctia hinh vé. Dyng duong thdng nbi
8i8m Q cho trudc voi didm P (Chi ddn: bd sung thém nhirng
phéin tir cho tradc sao cho ¢é6 duwge ciu hinh ciua djnh ly
Bedac phing, trong d6 P va Q la giao &i8m clia cac cgnh tuong
#ng cda hai tam giac).

21. Qua hai didm c6 khofing cach lé&n hon 89 dai cla thuoc
ké hiy dung mot duwong thing. (Chi din: 4p dung 20).

22. Cac @wong thdng 1y va l; cht nhau tai di¢m P. Cac
duéng thing my va m: cit nhau & didm Q. Hai didm P va Q
& ngoai gioi han clia hinh vé. Dung pbin dudng thing PQ o
trong gioi han cia hinh vé. (Chi din: muén tim mot didm
clta dudng tbing PQ hdy dung cdu hinh Pédac sao cho hai
canh clia mot tam gidc theo thie tu odm trén 13 vA my, bhai
canh cia tam gidc kia theo thir tir nim trén lg va ma2).

23. Gijdi 20 bing djnh Iy Paxcal. (Chi din : dvng cfiu hioh
Paxcal bing cach coi 11 va 12 la mOt cip canh ddi caa lue giac,
con Q la giao didm cdia cip canh 48i kia.

"24. M&i mot trong hal dwong thing hodn toiin ndm & ngoai
gigi hgn ciia hinh v& dwoc cho bdi hai c¢ip dudng thiing cAt
nhau tgi cac didm trén drdng thing kia & ngoai gidi han clia hioh
vé. Xac djnh giao didm cia cbipg nho hai duong thing cit
nhau & ngoai hinh v&.

§ 8. THIET DIEN CONIC VA CAC MAT BAC HAI

1. Hinh hec meétric so cdp cta cac thiét di¢n conic.
Cho dén bay gid, chiing ta mé&i chi nghién ciru cacdidm,
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duong thing, mift phdng va binh gém mol sd hiru han
nhitng yéu i8 do. Néu nhur bhinh hoc xa anh chi gioi
han & viéc xem xét nhitng hinh «layén tinh» nhur vay
thi n6 s& trong d6i kém phéan thu vi. Nhurng s kién
Co gia tri bang ddu 14, hinh hoc xa dnh kbhong han ché
& d6 ma con bao ham mot pham vi rong 16n cac thiét
dién cdnic va nhirng khai quat nhidu chidu efa chung.
Binh nghia métric clia Apoloniut v& thiét dién conic —
elip, hypebol va parabol — li maAt trong nhitng thanh
tirn xudt sic clia toin hoc ¢d didn. Vi 13t d& c6 thd
danh gia dugc ¥ nghia clia cac thiét dién cénic d8i voi
toan hoc thuin tiry cfing nhur ddi voi toan hoe trng dung
(ching han, qui dao clia cac hanh tinh va qui dao clia
¢lectron trong nguyén tir Hydré d&u 1a cic thiét dién
conic). Khong I8y gi lam ngac nhién rdng ly thuyét
céc thiét dién cd didn ndy sinh tir théi ¢d Hy Lap cho
dén ngdy nay vin con la mot ho phan cin thiét cha
hoc vdn toan hoc. Nhung chéc chin hinh hoc Hy Lap
khong th® néi lén dwoc didu nay. Sau hai nghin niim,
nhidu tinh chit xa &nh d#c biét cha cac thiét dién conic
dd dugc phat hién ra. Bt chp sy don gidn va trang
nhi cha cic tinh chi3t do6, tinh béo thii kinh vién cho
dén nay van la sy can tr& eho viéc thAm nhap cla cac
tinh chdt &y vao viéc giang day & nha trudng.

Ta biit diu véi viée nhéc lai cac dinh nghia métrie
cla thiét dién conic. Nhirng dinh nghia nay va moét
phédn tinh trong duong clia ching dd duge chirng minh
trong hinh hoc so cdp. Nhitng dinh nghifa phd bién
nhit thude vé cdc tiéu didm cha dudng cong. Elip duoe
dinh nghia la qui tich nhitng diém P trong mat phing
sao cho t8ng cac khodng cich r, var, cla ching oi
hai dim Fy, F, cho trudc (goi 1A cac iicu diém) co gia
tri khong ddi (néu hai tiéu didm trang nhau thi duong
cony bién thanb dwéng tron). /Typebol duroc dinh nghia
la qui tich nhirng diém P trong m#t phiing sao cho
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gia tri tuyét d&i cda hi¢u r; — r; bdng mot dai lrgng
khdng dbi. Parabol duwgc dinh nghia la qui tich nhitng
diém P co khodng cach r dén mot diém F cho trudc
bing khoang cach dén mot dudng thiing 1 cho truoc.
Trong hinh hoc giai tich, nhitng dwdng cong nay
dwoc bidu thi bdi nhitng phuong trinh bac hai ddi veéi
cac toa do vudng goc x, y. D¢ chirng minh ddo lai ring
moi dudng cong bidu thi bdi phwong trinh bac hai:
ax? + by?+cxy 4 dx+ey + =0
14 ho§cmoit trong ba thi&t dién conic c6 tén & trén holc
dudng théng, hodic mot cip dudng thing, hoiic thu lai
thanh m¢t di8m, hojc c6 tinh ch&t Ao thudn tuy.Nhwr trong
gido trinh hinh hoc giaitich dd chi r8, muén chirng minh
nhirng di€u d6, ta chicén thaythé hé toa do cho thich hop.
Cac dinh nghia thiét di¢n conic din ra & trénla nhirng
dinh nghia thiye sur meétric:trong ching c6 dang khat
ni¢m khoang cach. Sau
day l& mot dinh nghia
khac xacnkan vitri chacac
thiét dienconictrong hinh
hoc xa &nh : cdc thiél dién
conic chinh la cdc hinh
chiéu ciia duong trontrén
mdt phdang. Néu ta chi&u
duong tron C tir mot didm
O nao 46 thi cac duong
thdng chi&usé tao nén mot
m#tnén kép vohan va giao
clia mit nén nay voi mit
phdng = s& la cdc hinh
chi€u cua dudng tron C.
Giao tuyén cong sélaElip
- bodc Hypeboltuy theomijt
H. 94. Céc thiét didn cdnic phéng chi cét mot « hdc»
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<lia hinh nén hay ciit ca hai. C6 th& xay ra truong hop -
trung gian — Parabol — n&u mit phing = song song vai
mot trong cac duong thing chiéu di qua O (H. 94).

Mit nén chigu khéng biitbudc phai la mitnon tron xoay
dinh O vuong goc voi tam ciia hinh tron C, no c6 thé
la «mi#t non nghiéng». Tuy nhién, trong moi truéng
h¢p (& day ta thira nban ma khong chirng minh) giao
cia mit non véi mit phiing la mot dvong cong, phurong
trinh cla n6 la phuong trinh bic hai; dao lai, mei
dwrdng cong bac hai déu cé thé tha dugctir duwdng tron
nho phép chi€u. Chinb vi ly do d6 ma cac duong cong
béc hai con co tén goi khac: cac thidt dién conic.

Ta dd nhin manh ring n8u mot mit phing chi cit
mét ¢hdc» cia hinh nén tron xoay thi giao tuyén E la
mét elip. D& chung to
duong cong E  thoa
min dinh nghia tiéu diém
thong thuong cia elip
ma ta dd phat bidu & trén.
Ta néu m¢t chirng minh
rit don gidn va dep cla
nhatoan hoc Bi Dandélen
dé& xudit ndm 1822, Ta hinh
dung hai mit cdu S, va
S; (H. 95) ti€p xuc voi
miit phlng thiét dién =
theo thir tyr tai cac didm
F, va F2 va ti€p xuc véi
m3t nén doc theo cac
dudng tron song sony K,
va K;. L&y mot diém P
tay y cia duong cong E,
v€ cac doan PF; va PF,.
Sau 46, ta xét dogn PO H: 95. Cic mit ciu Bandélen
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ndi diém P vé&i dinh O cta hinh non, doan nay
ndm hoan toan trén mit non; goi Q, va Q2 la cac giao
diém chia n6 v&i cac duong tron K, va Ko. Vi PF, va
PQ, Ia hai tiép tuy&n v& tir didm P téi mijt cdu S,, cho
nén PF; = PQ,. Cing vay PF, = PQ,. Cong cac ding
thirc nay ta dwgc: PFy+4 PF, = PQ, + PQ,. Nbung
PQ, + PQ, = Q,Q; la khoang cAch trén m#t non gika
hai durdng tron song song K; va K;: n6é khong phy
thudc vao sir lya chon didm P irén dwong cong E. Do
d6, du P & vi tri nao trén E ciing c6 ding thuc PF; 4-
+PF,=const. B4y chinhla dinh nghfa tiéu di¢m cia elip.
Nbu vy E 1a elip, con F; vaF,]a cactiéu didm cia no.

2. Cac tinh chat xa anh cua cac thiér di¢n conie.
ira vao cdc ménh d& d& ching minb trong muc trudc
bay gio ta thira nhin tam thoi mét dinh nghia sau day:
thigt dién cénic la hinh chi€u cda duong tron trén mot
mit pbing. Binh nghia nay dap wng nhidu hon tinh
than clia hinh hoc xa &nh 8o voi cic dinh nghia tién
diém dd dugc thira nh4n réng rdi, bdi vi nhirng dinh
nghia sau ndy hoan toan dua trén khai niém métric
vé khodng cach. Dinh nghfa méi cling khong thé hoan
toan tranh khoi thi€u sét vi « dudng tron » ciing la mot
khai niém métric. Nhwng, chung ta sé nhanh chong
dat t6i mt dinh nghia thuln tiy xa &nh cla cac thidt
dién conic.

N&u ta thira nhdn cac thiét dién conic la cac hinh
chiéu clia dudong tron (néi cach khac, ta hidu thuat ngi
« thiét di¢n comnic» la mot dwdng cong thudc vao lop
xa &nh clia dwong tron) thi tir dé6 suy ngay duge mébi
tinh chdt cda duong tron 1a bt bi€n d6i voi cac bién
dbi xa dnh ciing phai 14 mot tinh chit cia méi thidt
di¢n conic. Bay gio, ta nhéc lai moét tinh chit métric
ma ai ciing biét clia dudngtron: « cdcgoc noitiép chiin
cung mot cung thi biing nhau». Trén H. 96 goc AOB
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chin cung AB khéng phu
thuéc vao vi tri cla dié¢m
O trén dudng tron. Ta licn
k&t tinh trang 43 néu voi
khai niém ti 85 kép biing caci
ldy trén duedng tron khdong
phai hai di€m A, B ma bdn
diém : A, B, C, D. Bdn dudng
thing a, b, ¢, d ndi nhirng
H. 96. Ti 56 kép trén diém d6 voi diém O trén
Awong tron. dirdong trén c6 ti sd kép

(a, b, ¢, d) chi phy thuge vao

céc gbc chin cae cung CA,CB, DA, DB. Noi A, B,C, D
voi mot diém bt ky khic O° cia duong tron ta duge
¢ic duong thdng a’, b', ¢’, d'. Tuir tinh chét cia duong
tron di nhin manh & trén suy ra hai b bdn duong
thing la « toan ding» V. B&i vdy, ching c6 cing mot
ti 8 kép: (a’b’c’'d’) = (abed). Ta chiu duong tron lén
mot thigt dién conic K: khi d6 trén K c6 mot bo bdn
di®m ma mét Uin nita ta lai bidu thi bing: A. B, C, D;
hai didém O vA O’ va hai bo bdn dwdng thing a, b, ¢, d
va a, b, ¢, d'. Hai bo bdn
duong thing ndy dd khong
cOn toan ding béi vi trong
phép chiéu thi néi ching,
cac goc khong dwgc bho
toan. Nhung vi ti s8 kép
khong thay d8i trong phép
chidu cho nén d8ng thirc H. 97 Ti 3 kép trén Hlip.

(1) BY bdn dwong thing a. b, ¢, 4 dwgc xem la toan dfing
vori bA bén dwong thing khaca’.b'i¢’, 4’ ndu goc clia mbi cap
dwedng thdng trong b the nhét bling v 40 16n va cung hudng
voi goc cha cap duwoug thing twomg trug trong bo thé hai.
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(abed)==(a'b'¢’d’) vdn ding. Boi thé, ta di dén mot dinh
1y co ban sau day: Néu bdn didm cda thiét di¢n conic
K (A, B, C, D chiing han) dirgc ndi voi diém thir nim O
ciing thugc thiét dién boi céc duong thing a, b, ¢, d
thi ti s kép (abed) khong pbu thuge vao vi tri cta
di2m O trén dirong cong K (1. 97).

D6 la mot két qua dic bigt. Nhu ta da biét, néu bdn
didm A, B, C, D niim trén moét dwvong thing thi ti s
kép cia nhirng duong thing ndi ching voéi diém thir
nim O sé khéong phy thudc vao viéc lira chon nim
diém nay. D6 1A mot ménh dé co ban cia hinh hoc xa
inh. BAy gio thl ta di biét mét kh&ng dinh twong tir
ciing ding voi b8n didm trén mot thiét dign coénic K
ndo d6, song v&i mot han ch& quan trong: didm thu
nim O khong duoc di chuydn ty do trong mit phing
ma chi c6 thd di chuyén trén thiét dién Conic K.

Co6 th® chirng minh kha d& dang dinh ly ddo duoi
dang sau: Néu trén dwong cong K c6 hai didm O va
O’ sao cho voi bdn didm tay y A, B, C, D trén duong
cong K mati 88 kép tao b&i cie duwdng thing ndi nhirng
didm nay voi O va ti s kép tao b&i cac duong thing
n6i nhirng didm dé voi O’ bing nhau thi drong congK
12 mot thi€t dién conic (theo dinh 1y thudn thi tisdkép
ctia cac dwong thing ndi bén difm cho truéc véi mét
didm bt ky O trén K ¢6 gia tri khong ddi). O day.
ta kbéng néu cdch chirng minh.

Céac tinh chit xa anh cla cac thi&t dién cédnic 43 trinh
bay & trén goi cho ta m¢t phwong phap chungdé dung
cac duirng cong d6 theo tirng didm. Ta quy uéc hidu
mot cham duong thing la tap hop 8t cA cac dudng
thdng trong mit phfing di qua hai didm O va O’ ndm
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trén thiét dién conic K. Giira
cac dwong thdng clia cham
O va cla cham O' c6 th®
xac dinh mét tuong ung
mit — mét cho ng dirong
thing a cda chum thir nb#t
voi duéng thing thing a
chachim thir hai n€u nhur a g oe 2 dung chum duong
va a’ ct nhau tai mot didm A thing xa anh

nao d6 cha dudng cong

K. Khi d6 16t by bdn duong thdng tay y trong chim
O s& c6 cung ti s kép voi bo bdn duong thdng
a’, b’, ¢ d* clia chum O°. Mdi teong (tng moét — mét
giita hai chum duwong thing co tinh chdt nhuw thé
goi 1A mét twong tng xa anh. (Pinh nghia nay la
d3i nglu voi dinh nghla trong tng xa &nh gilra cac
didm trén hai duéng thdng. Dung dinh nghia do6, ta c6
thé khdng dinh: thiét dién conic K la quijtich giao digm
cita cdc duong thdng tuong itng véi nhau thuge haichum
ndm trong mgt twong trtng xa dnh. Binh ly nay la co s&
cho dinh nghia thudn tay xa Anh sau day v& cac thiét
dién conic: Thi€t di¢n cOnic la quf tich giao di®m cac
durong thing twong irng thudc hai chum ndm trong mét
tuong rng xa anh. Khong di sAu vao ly thuyét cac
thi€t di¢n conic x4y dirng trén dinh nghia nay, ta chi
ban ch& & viéc néu mot 88 chit ¥ ma thoi:

C4c c3p chtm dwong thdng ndm trong twrong ung xa
énh c6 the thu duegc bing cach nhu sau. Tir bai tdam O
va 0" khic nhau ta chidu tit cd cac didm P cia mot
durong thing | va xdc dinh m¢t tirong rng mét — mot

(1) Trong nhitng trirdng hop nhit dinh thi qui tich nay c6
thd biép thanh duéng thdng (xem H,98).
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gita cac chum dang chi&u bdng cach cho rng v&i nhan
nhitng duong thing cét nhau trén dwrong thdng 1. Nhur
thé la di d& cac chum thu dugc n3m trong mot twong
ung xa anh. Sau d6 ta 14y chum O’ va mang né «nhu
mot vat rdn nao d6 » t&i mét vi tri O° tuy ¥y, Chum mai
O’ t&t nhién c6 tuong ung xa anh v&i chum O. Nhung
c6 didu dic biét 12, moi tirong trng xa anh bit ky gilra
hai chum dé&u c6 thé thu duoc bing cach nhir vay. Néu
cac chum O va O' la toan déng, ta c6 mé6t duong tron.
Néu goc giira cac tia twong wng trong hai chum bing
nhau, nhung tinh theo hirong ddi nhau thi ta c6 mot
hypebol can (H. 99).

H. 99 Su tgo thanh dudng tron va hyperbol cha nho cée
chum xa anh

Cinluru y rdng dinhnghia vira néu v& thit dién cdnic,
néi riéng, co6 thé cho mot duongthing nhu H. 98. Trong
trudng hop nay dudng thdng 00" s& tuong rng voi
chinh né va moididm cla no phai dirgc xem nhu thuge
qu¥ tich phai tim. Nhur the, thi€t dién cénic suy bi€n thanh
ot cip duong thing: tinh trang nay hoan toan pha
h¢p voi sir kién tdn tai mot thiét dién hinh n6n gém c6 hai
duwong thing (n€u mit phing cét di qua dinb hinh n6én)
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3. Cac thiét di¢n confe dwgc xem nhr ¢cic duworng
cong ké». Khai niém ti€p tuyén voi thi€t di¢n conic
ciing thudc vao hinh hoc xa &nh b&i vi ti€p tuyén voi
thi€t di¢n conic 1a mt dudng thlng chi c6 mot didm
chung voi thiét dién d6, ma tinh chit nay dugc bio
toan trong phép chidu. Cac tinh chit xa anh ctia tiép
tuyén voi thi€t didn cdnic dya frén dinh ly sau day: Ti
36 kép cia cdc giao didm ciia bdn lidp tuyén cb dinh chia
m¢l thiét dign conic véi tigp tuyén thir nam béal ky khong
phu thuéce vao viéc liga chon (idp tuyén thir nam nay.
Chirng minh ciia dinh ly nayrit don gian. Vi mot thiét
dign bAt ky 1a hinh chi€u cia dwdng tron va vi trong
dinh 1y cling chi d& c4pdén nhirng tinh chdt 1a biit bién
ddi voi phép chi€u nhwr vay, cho nén mudn chirng minh
dinh 1y trong treong hop tdng quat, chi cin chirng
minh né cho truong hegp dudng tron.

Trong tru¢ng hop cu thd
nay, dinh ly dugc ching
minh bng hinhhocso cdp.
Gid thir P, Q, R, S la bdn
diém & trén m¢t duong
tron K; a, b, ¢, d la cac
1iép tuyén tai nhitng diém
do; T la mot didm tay y
khac trén duong tron; O
la ti&p tuy&p tyi diém do.
Gia thir A, B, C, D la giao
. 100. Pugng troh xem nhe  idm cla ti€p tuyém O voi

tap hop cde tidp tuyén. cac ti€p tuyén a, b, ¢, d.

.. — e,
Néu M 1A tAm clia dudong tron thi t&t nhién TMA =

=-15TM\P ; ding thirc nay bidu thj goc néi ticp trong

K chin cung TP. Ciing vayﬁI\B 13 goc noi ti&p trong
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— X .
K chan cung TQ do dé: 6 do AMB = 51 s6do PQ Tir

do6thfly rdng, A, B, C, Dduogc chidu tir M b&i bSn dudng
thing ma géc gita chiing chi phu thuge vao vi tri cAc
di®m P,Q, R, S. Nhung khi d6 thi ti s6 kép (ABCD) chi
phu thuéc vao bdn tiép tuyén a, b, ¢, d mi khong phue
thugc ti€p tuyén 0. D6 14 didu cAn ching minh,

Nt e 8 C 07

H.101. Tinb chit cda tiép tuyén v&idudag tron

Trong muc triede, ta da co djp chirng td ring cé thé
dung mt thiét dién conic « theo tirng di€m>» néu ghi
lai cac giao diém cia cic duong thing tirong trng thude
hai chum c¢é mdt
trong ng xa anh.
Dinh ly vira chirng
minh giup ta phat
biéu mot dinh Iy
ddi ngdu. L&y hai
tifp tuyén a vaa’
cua thiét dién co-
nic K. Giathir tiép
tuyén thir ba cit a
B. 102 CAc diy di¥m xa inh trén hay V2 a° theo thir tur

tidp tuyén cha elip. & A va A'. Néu
di chuyln theo
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dirong cong thi mét twong rng A < A® duoc xac ldp.
Twong rng nay la xa anh vi, theo dinh ly da chung
minh thib) b8n didm b&t ky trén a s& c6 cung ti sd
kép v&i bo bdn tirong rng trén a’. Suy ra, thiét di¢n
conic K dirgre xem nhir-« tap hop cac tiép tuyén ciano »
gdm cac duwdng thing ndi cic diém twong wng voi nhau
thugc hai diy™ diém & trén a va & trén a’ trong mot
trong irng xa anh. .

Sir ki¢n nay cho phép ta dwa ra mét dinh nghiaméoi
v& cac thiét dién conic xem nhur « cic dirong cong ké».
Ta hdy so sanh dinh nghia nay voi dinh nghia xa anh
treée day:

I 1
Thi&tdién cOnic droc xem Thiét dién conicdwrge xem
nhir tap hgpcdcdidm,gbm  nhur « tdp hgp cac dudng
cdc giao diem cia cdc  thing» gbm cde dudng
duong thing twong itng  thdng ndl cdc diém tuong
nhau thugc hai chum xa  irng nhau trong bhai diy
&nb, xa anh.

R

£ 77N
L7 77HN
VAVAD B B\ S

H.103. Parabol x4c dinh b3 cke dEy didm toin ing

(1) Tap hop didm trén mét dwyng thdng dwgc goi la mét
ddy di¥m. Khai niém nay 861 nglu v&i kbai ni¢m chum duwrong
tbing.
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Néu ta coi ti€p tuy&n v&i thidt dign conic tai mot
di2m nao d6 ciia no 1a phin tir d8i ngdu véi ban than
di€m d6 va hon nira, néu ta qui woée cho tuwong ing

H. 104. Parabol xic dinh b&i cac diy di¥¢m &3ng dang

(trén co s& ddi ngdu) « durdng cong ké» (tao bdi t4p
hop ti€p tuyén) voi «dudng cong didm » (tao bdi tap
hop diém) thi cac cach dién dat trén s& 1a hoan hio
v& mit nguyén tdc d3i ngdu. Khi « phién dich» mot
cach dién dat nay sang mo6t cach didn dat khac bing
cdch thay th& moi khai niém bing cac kbdi niém ddi
ngdu trongirng thi «thigt dién-conic» vdg khong &bi:
tuy rdng trong trieorng hop nay thi né duegc coi 1a ¢ mét
durong cong diém» dugce xac dinh bdi cac di€m ciia no,
trong truéng hop khic thi né duge coi la ¢ mot diwrong
cong ké» duoc xéc dinh bdi cac ti€p tuy€n cla no.

Suy ra h¢ qua quan trong sau d4y: nguyén tic d8i
ngau, ban ddu dwgce x4c 1dp trong hinb hoc xa &nh clia
mit phing chi cho cic didm va dudng thing, da c6thd
m& rong ca cho cac thiét dién conic. Néu trong dién dat
clia mét dinh ly nao d6 dé cgp dén cdic didm, cdc duong
thing va cdc thiét dién conic ta-thay thé méi phin tir
bang mot phdn tr ddi ngdu vt né (khéng nén quénring
m¢t di¢m cha thiét dién conic phai cho twong trng voi
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tigp tuyen voi thiét di¢n do)thi sé thu duoc ingt dinh ly
diing. Ta di giip thi du v& sir thre hi¢n nguyén tic d¢
trong muc 4 chwong nay.

Phép dirng céc thi€t di¢n codnic duwge xem nhu «cac
duong cong ké» dd duge chi rd trén hinh 103 — 104,
Dic biét, néu trong hai diy di®m xa anh ma cac 4idm
xa v0 tdn tuong wng voi nhau (didu nay s& la chic chiin
néu cic diy di€m 1i toan déng ho¥c d8ng dangh voi
nbau) thi tLiét dién conic s& la parabol; didu nguge
lai ciing ding.

4. Dinh ly Paxcal va Brianson tdng qeat cho truong
bop thiét di¢n conic tay y. Mot trong nhirng thé hi¢n
t8t nhit cia nguyén tdc ddi nglu rng dung vao thidt
dién conic la quan he¢
tirong hé giira cac dinh Iy
Paxcal va Briansén tdng
quat. Binh 1y thr nb3t
durgc phat hién nim 1640,
dinh 1y thir hai — n&m
1806. Tuy nhién, dinh ly
nay la h¢ qui tryec tiép
cia dinh 1y kia, b&i vi
mdi dinh ly ma dién dat
cia no6 chi néi dén cac gy oo cau hinh Paxeal (3ng
thiét di¢n conic, dirong quatHal trudmg hop: mdt cho
thdng va didm chic chin lucgidc 1,2, 3, 4.5, 6; mot

- , cho luc gidc 1, 3. 55 2,6, 4.
8€ con ding néu ta thay
ddi cach dién dat theo nguvén t&c di ngdu.

(1) Khai nigm cac d&y di¥m < toan dling» va €d3ng deng?
véi nhau d% 4h r8, khong cin gidi thich thém.
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Céc dinh ly d& chirng minh trong § 5 (cling v6i nhirng
tén goi nhir vay) chinh 1a ¢« nhitng treong hop suy bién»
cta hai dinh ly tdng quat hoa sau day:

H. 106. Ciu hinh Briansdn tdng quéat
Cé bai trudng hop.

Dinh ly Paxcal. Cdc cqnh ddi cia mot hinh luc gide
ndi lidp trong mot thiét dién cénic cdt nhau iqi-ba digm
thdng hang.

Dinh ly Brianson. Ba dudng cheo ndi cdc dinh ddi
dign cua mét hinh luyc gidc ngoai tiép mot thiét dién
conic thi dong qui.

Tat nhién, hai dinh 1y ndy c6 ndi dung xa anh, ta
nhan thy ngay duoc tinh ddi ngdu clia chiing néu dién
dat ching nhir sau:

Binh ly Paxcal. Cho sdudidm 1, 2, 3, 4, 5, 6 trén mét
thi€t di¢n cOnic. N&i cac di€m lién ti€p b&i cac dwong
thing (1,2), (2:3), (3,4), (4.3), (5.6}, (6,1). Banh dfu giao
diém cla cac dwong thing (1,2) va (4,5), (2,3) va (5,6),
(3,4) v& (6,1). Ba di¥m d6 ndm trén mot dudng thing,
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Pinh ly Briansén. Cho séun ti¢p tuyén 1, 2, 3, 4, 5, 6
voi mot thi&t dién comic. Cac ti€p tuy&n lién ti&p cét
phau tai cac diém (1,2), (2,3), (3,4), (4,5), (5,6)s (6,1). VE
cac duong thing ndi cac didm (1,2) va (4,5)7(2,3) va
(5,6), (3,4) va (6,1). Ba duong thdng nay cét nhau tai
mot di€ém.

Chirng minh duwge thirc bién bing mot phép dic biét
h6a gidng nhw di lam trong cac trudng hegp suy bién
da xét trudce kia. Ta hiy chirng minh djnh ly Paxcal.
Gid thir A, B, C, D, E, F la cac dinh ciia luc giac ndi ti€p
trong thiét di¢n conic K. Bing phép chidu ta co thd
lam cho cac dudng
thing AB va ED, FA va
CD song song véi nhau
(khi d6 ta c6 c8u hinh
bidu thj trén 1.107; 4&
cho ti¢n, luc giac trén
hinh v&€ 1A tr cit, mic
du diéu nay khong cén
thigt). Bay gio chi cin
ching minh duong
thing CB song song voi
duong thing FE, n6i  p, 107, Ching minh djnh ty
cach khac, canh d8i ciit Paxcal.
nhau trén dwong thing
xa vO tan. D& chirng minh, ta xét bdn di¥m F,A,B,D
ma nhu ta da biét, gitr nguyén tisd kép (k; chng han)
trong phép chidu tir mot di€ém K bat ky. Chi€u tir di¢m
Clén dwong thiing AF, ta dugc bdn diém F,A,Y, o voi

)
an

k = (F,AY,00) = %—k— Bay gio, chiéu tir didm E léu
duing thing BA, ta duoc bSn didm X,A,B, o voi k =
BX BX YE

= ,B, )= —.Nh y —— = e V
X, A ) BA u vay BA — YA’ chirng té
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YB//FX. Chirng minh két thuc. Binh ly Brianson suy
ra tir dinh 1y Paxcal theo nguyén tic ddi ngdu. Tuy
nhién ¢6 th& chirng minh né trirc Liép bang lap luan
d&i ngau voi 14p ludn vira néu. Viéc ti€n hanh chi tiét
lap lu&n nay la mOt bai tap hay doi véi ban doc.

5. Hypeboloid. Trong khong gian ba chiéu, tathudng
giip cidc mit.-quadric (mit bac hai) ciing c6 vai trd nhw
cac thiét dién conic (duwong cong bAc hai) trong mit
phing. Bon gidn nh3t 1A mit ciu va elipxoid. Céc
quadric da dang hon thiét dién conic, viéc nghién ciru
chuing c6 nhiéu kh6 khiin. Ta xét qua va khong chirng
minh m¢t m3t quadric dang chd y nhit dwoc goi la
hypeboloid lién théng (ho#c mét ting). C6 thé thu
diroc mit ndy bing cich san. Trong khong gian, lay
ba dudng thing l,, l,, 1; ¢6 vi tri tdng quat, cé
nghia 12 khéng c6 hai dudng thing niao song song
voéi nhau va ca ba duwong khong cung song song
véi mot mit phlng. Ton tai tdp hop vo s8 duong
thdngtrong khong gian cit cd ba dudng thing 43 cho;
ta s& chizng minh didu nay. Gia thr = la mdt mit pbiing
taiy y chira dudong
thing I, miit phing
nay cit cac duong
thdng I; va I, tai hai
diém. Mot duwong
thing m di qua bai
didm nay, t&t nhién
8€ cfit cd ba dirong
thing 1, 1, va 1, da
cho. Khi mit phing
quanh quay |[; th}
duong thing m s

H.108. Dung cic dwsng thingcats
Qurong  thing cho truée c6 vi tri
tdng quat.
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thay ddi vj tri clia n6 nhung bao gio ciing van cil ba
dwong thing cho trudc. Khi m chuyén dong, no sinh
ra moét mit di ra xa vo tan, mit d6 duge goi la hype-
boloid m¢t ting, M4t ndy chira m¢t tdp hgp vo sd
duong thdng nhu dwong thing m. Ra dwong thing tuy
y nhir thé (m;, m, m, ching han) ciing s& c6 vi tri
tdng quat va nhitng dudng thing trong khéng gian cét
ba duong thdng m,, m, va m, ciing ddng thoi ndm
trén mit dang xét. Tir d6 rut ra mét tinh chét co ban
cia bypeboloid: né gbm hai ho dudag thing khac
nhau; cr méi bd ba durng thiing clia cung mét ho sé
¢6 vi trf tdng quat va mdi dudng thing cla mot ho s&
ciit t&t ca cadc dwong thing cha ho khac.

Tinh ch&t xa &nh quan trong clia
hypeboloid 1& ti s8 kép cia bbn
didm, tai d6 mol bo bén dirong
thng cho trudc clia mot ho cfit mot
drong thding nao d6 ciia ho kia, s8&
khéng phu thudc vao viéc chon
duong thing the nim nay. Khing
dinh nay rit ra tir phwong phéap
dung hypeboloid nhé mit pidng
quay. Ban doc ¢6 th& chirng minh
didu nay d& luyén t4p. v

Ta con luu ¥ thém mot tinh chit 11 109. Hypeboloid
nita cha hypcboloid: tuy n6 chira
hai ho dwong thing, nhueng sy tdn tai nhirng duong
thing nhu th& khong lam tr& ngai dé€n sy cong ciia
mit — khéng lam cho né bj cirng. Néu 1dm mo hinh
hypeboloid biing nhirng thanh c6 thé quay trr do xung
quanh céac giao didm ciia chiing thi todn bo miit c6 thé
lién tuc bién dang, 1dy vo 80 nhirng trang thai khac
nhau.
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§9. HE TIEN BE VA HINH HOC PHI OCLID

1. Phuong phap tien de, Phuong phép tién d& trong
todn hoc it nhit dd bit dau tir thoi Oclid. Rét co thd
tréng 1Am 14 toan hoc ¢ xwa di durgc phat tridn hode
trinh bay duéi hinh thirc dinh d& chit ché von co cua
«Khéi diu». Tuy nhién #n tuong cla tip sach do doi
voi cac thé hé sau lon dén ndi n6 dd tré thanh man
mirc cho mgi chirng minh chit ché trong toan hoc.
Thém chi c6 khi cac nha triét hoc (chdng han Xpinoza
trong ¢ Ethica, more geometrico demonstrata ») di dinh
trinh bay lgp ludn duoi hinh thire cdc dinh ly suy ra
tir cic dinh nghia va tién dé. Trong toAn hoc hi¢n dai,
sau thoi ky di chéch khéi truy@n thdng Oclid kéo dai
trong khodng thé ky XVIL va XVIIl, di m¢t lan nita
thdy rd sir thAm nb4p manh mé& cia phuwong phép ti¢n
d& trong nhirng linh vuc khdc nhau. Mgt trong nhiing
san phim méi nuét cla sy tang cuedng suy nghi theo
huong nay la sy ra doi clia mot ngdnh méi — logic
todn,

Trén nhitng nét khai quat thi quan diém tién d& co
th® duoc dic trung nhr sau. Chieng minh mot dinh ly
trong mot hé thdng suy dién ndo d6 tirc la xéc nhan
rdng dinh 1y d6 13 hé qua logic t&t y&éu cia nhirng ménh
d& khac da dirge chirng minh tredc d6: nhitng ménh
d¥ nay, dén lrot n6 ciing phdi dwge chirng minh v.v...
Nhir vdy, qua trinh 13p ludn toAn hoc did ddn dén mét
bai toan « xudng thang v6 tAn>» va khong thé thyc hién
dirge n€u nhuir khong dirng lai & mot chd nao ddy. Cudi
cung phai c6mot s8 ndo do cac khling dinh goi 1a nhirng
dinh dé ho¥c nhitng fi€én dé dwoc thira nhén la dung
khong phai chirng minh. Tir 46 ¢6 th® suy ra moi dinh
ly khac bing con duwdng 14p ludn thulin tiy logic. Néa
nhir moi sy kién ciia mot 1Tah virc khoa hoc nao d6
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droc qui v& mot trat tir logic nhu thé, tirc 14, mot sir
kien bat ky ¢dugce suy ra» tir mot 88 ménh dé di dwoc
lra chon (gia thiét r8ng s ménh dé nhw vay 13 hitu
han, chting don gidn va d& nban thirc) thl c6 co s& dé&
noi rdng linh virc d6 da dwgce bidu hién duéi «hinh
thirc tién dé» hojc dd dugc «tién d& hoéa». Viéc lra
ehon cdc ménh dé — tién dé c6 mic d¢ rong rai tay
¥. Song that l1a kém bd fch n&u cac tién dé khong don
gidn va sd lugng qua nhi€u. Ngoai ra, hé tien d&
pbéi tuong thich (phi mau thudn) voi y nghia la
tr h¢ d6 khong th& suy ra hai dinh ly chira mau
thudn voi nhau, phai ddy da voéi y nghfa 1A moi dinb
ly dung trong linh viec dang xét phdi suy ra duge
te ¢ do. Ciing clin lam cho h¢ tién d€ la déc ldp
tirc 1a khong co tién dé nao 1a h¢ qua logic clia nhitng
ticn d& con lai. Vdn d@ vé tinh phi miu thudn va tinh
ddy dl clia m¢t hé¢ tién dé la d& tai cta nhirng cudc
thio lujn lén. Nhitng tw tudng triét hoc khac nhau vé
ngudn gdc ki€n thirc nhan loai da qui dinh nhu’ng quan
diém khac nhau, khong thono nhit voi nhau, V& co s&
cua toan hoc. Néu cac khii niém toan hoc dugc xem
nhurr cic ddi twgng chd theé trong pham vi « tryre giac
thudin tay» 1a doc lap voi cac dinh nghia va nhitng
thao tdc khac nhau c@a hoat dyng tue duy con ngudi
thl tit nhién, khong th& ton tai mdt mau thuin nao &
trong cac két qui toan hoe vl ching la nhirng ménh d&
chdn ly khach, quan mo ti thé€ gioi co thwc. Néu xudt
phat tir quan di¢m nhu viy thi noi chung khong co
vin d8 v& tinh mau thudn. Nhung tiéc thay, ndi dung
thue clia toan hoc iai khong thé dit trong khuon khd
tri€t hoc don gidn nhur vay. Nhirng dai bidu cia cha
nghia triec giac toan hoc hi¢n dai khong dira vao trire
giac thudn tay voi ddy da ¥ nghia Kant cla no. He
thira nh3n cai ¥v0 han dém dugce nhu la con dé hop

123



phap cda trire giac nhieng lai chi cho phép dung nhung
tinh ch#it co tinh ch&t ki&n thi&t. Theo quan diém cia
ho, cAc khai niém co s& nhir continum s8 phdi loai triz
khong dirgc ding, phii hy sinh di nhitng phdn quan
trong clia toAn hoc hién tai (cai gi con lai sau dé la
cc ky phirc tap, khong co6 hy vong gi don gidn héa).

« Nhitng nguoi theo chll nghia hinh thire» git mot
lap tredng hoan toan khac. Ho khong gan cho cac
khai ni¢m toan hoc mot thiee tai triee gide nao va khong
kbing dinh cac tién d& bidn thi cho nhitng chan Iy
khéch quan nao do thugc v& cdc sir vat cia trie giac
thuin tiy; ho (nhirng ngudi theo chili nghia hinh thirc)
chi chi v d&&n s dung dfn logic hinh thirc cia qua
trinh l.{lp luin dira vao cac tién a. Lap trzong nay co
rru di8m hon so voi lap trueong cla chit nghia trire
gidc vi no trao chotodnhac quyén tirdo hoan toan hanh
dong cin thiét cho ly thuyét ciing nhu cho wng dung.
Nhirng ddng thei né bude cdc nha hinh thirc chu nghia
phéi chizng minb rdng nhirng tién d& ma ho thira nhan,
by git 1a sin phAm ciia sy sing tao tw do cia trf
tueé con ngudi, khong thE didn téi maa thudn. Trong
vong 20 n&m gln d4y di c6 nhidu c8 ging tim ki&¢m
c4c chirng minh nhir vay v& s phi mau thuin, dic
bist ddi vai cac tién d& s§ hoc va dai s8 va ddi voi khai
ni¢m continum 88. Cac két qud thu dugc theo huéng
niy ¢6 tim quan trong d¥c biét, nhurng toin bo bai
toan con xa chwa thige hién dwge. Hon nira, cac két
qua thu dugec trong nhitng nim gin diy da ching o
ring nhirng ¥ dinh nhr vay khong thé thanh cong hoan
toan — d8i voi nhitng h¢ thng cac khai niém dinh
nghfa chiit ché, dong kin thi néi chung khong th& chung
minh ching la phi mau thudn va day dt. Mot diéu ddc
biét quan trong 14, moi laplugn dé cap dén cac vin dé
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ly gidi ki€u nhue th& phai dwec tbhuc hién bing cac
pbhurong phap ki€n thiét va cé swre thuyét phuc béng
trirc giac.

Cudc tranh cdi gitta nhitng nguwodi trige giac va hinh-
thirc chiit nghfa trd nén dic biet gay go nhan vén d& v&
cic nghich 1y ciia Iy thuy&t tap hop, dd dé ra mot khoi
liegng 16n cac bai dién vdin say sira clla nhirng ngiedi
trung thanh nh&t thudc ea hai trirong phai. Thé gioi
todn hoc rung 1én nhirng tiéng kéu gao « khiing hoang
co 30 ». Song nhirng tfn hiéu biao dong d6 dd khong
duoe tiép nhan,

Vi tat ca sy trAn trong nhikng thanh tira gianh duoc
trong cudc diu tranhcho sir hoan toan rd rang ciia cac
Co s thi k&t luan cho r&ng nhitng sir b4t dong vé tu
trdng hojc ngay ci nhitng nghich Iy, niy sinh ra do
sir sir dung theo théi quen va yén tAm khai niém veé sir
khai quat vo han, chira dirng trong ban than n6é mSi
de doa ngh:iém trong d&n sy tOn tai cua toan hoc, 1a
hodn todn khodng cb co so.

Hoan toan d¢c lap vo&i bt cir nhirng xét doan triét
hoc ndo va v&i sir quan tam d€n c4c vdn dé co s&, cach
xir Iy tidn @& doi voi d38i twong cla toin hoc 1a mat
phwong phap tir nhién nhilt d& lam boc 14 t&t ca nhirng
ric rditrong mdi lién hé tuong hd gifta cac sir ki¢n
khéc nhau va giai thich ré nhitng qui luat cla céa trac
logic k&t hop nhitng ly thuy&t clia chiing. Da ting thiy
rlng mot sir tAp trung chu ¥ nhir vy vao cfu trac hinh
thitc ma khéng chi y vao y nghia truc giac clia cac
kbai niém da lam d& dang cho sir tim ki€m nhirng khai
quat va wng dung d& Bi bd qua trong cach xit 1y c6 tinh
chit trirc gidc nhidu hon d8i voi sy viéc. Nhung chi
trong trerng hop dic biét thl nhirng phit minh xudt
sc va sir nhan thirc ch4n thuec maoi 1a két qua cua
viéc ap dung cac phuong phép tién dé thudn tay.
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Nguon gdc chan thirc clia phat trién toan hoc 1A sir suy
nght sang tao dugc clng cd bai trure gidc. Néu coi tién
d8 hoa [a mot tir tedng ma todn hoc huwdng toi thl s&
méc phdi mot sai 1dm khong tha thir dugce khi cho ring
hé tién d& tw né 1a ban chit caa todn hoc. Truc gidc co
sang tgo, co ki&n thidt clia toan hoc s& mang dén cho
toan hoc nhirng thoi diémn khong suy di€n va phi ly,
xem todn hoc nhur Am nhac hoiic hdi hoa.

Thoi Oclid, hinh hoc ludn ludn 14 miu muc cla mot
moén hoc dugec tién d& hoa. Trong khodng nhiéu th& ki,
h¢ dinh dé Oclid da 1a d3i twgng cua sir nghién ciru
ciing thing. Song cach day khong lAu ngwdi ta di thiy
rét rd 1a cac dinh d@ nay phai dugc thay ddi, bd sung,
mé&i ¢6 thé ddm bio suy ra dugc cac ménh dé cha
hinh hoe so cdp bléng say dién. Thi du, cudi th&€ ky
trroe khi xem xét thir tr sép xép cha cac diém trén
duong thing tircla yuan h¢ dic treng bai tir « & giira »
Paso dd phat hién ra cia phdi co mét tién dé riéng.
Paso di néu ra m¢nh d& sau day lam ticn dé: .Véu mgt
duwong thing cat mot canh ciia tam gide tai mot diém
khéng phaila dinh thi no sé con cdt mét canh .nita cia
tam gidc (sw bd qua chi tidt nay s& ddn téi mot loat cac
nghich 1y, cking han, « chirng minh » moi tam giac déu
can dirrng nhir durge suy ra chit ché tir cac tien d&
Oclid; k&t ludn nay dira trén vige v&@ hinh khong chinh
xic, mdt s6 dirng thing cit nhau & phia ngoadi cha
tam gidc ho#c hinh tron, trong khi do6 thi thge ra chiing
phai cit nhau & bén trong).

Trong cudn sich ndi tiéng clia minh « Grundlagen
der Geometrie 3™ (bdn in d3u tién ra doi nim 1899)
Hinbe dd néu ra mot hé tien d& hinh hoc, dong thoi dd
ti€n hanh phan tich cin k3 tinh d¢c lap, tinh phl mav
thuén va tinh ddy di ciia cac tien dé do.

(1) Tiéng Déc: ¢ Co 35 binh hoge» — ND.

126



Trong moi h¢ tién 428 thudng khong tranh khodi phéi
dra ra mt s§ khdi ni¢m khdéng dinh nghia; thi dy
kbai ni¢m ¢ di8m » ho¥c « dwdng thdng » trong binh hoc.
« Y nghia » cia ching (ho¥c mdi lién hé voi cac s vat
cua thé gioi thyre tai) 14 khéng quan trong do! voi {odn
hoc. Nhitng khai niém dé phdi dwoc thira nhan mot
cach triru twgng thuln tay va céc tinh chit toan hoc
ciia chiing trong khaon khd ciia h¢ suy didn 13 hoan
toan suy ra duge tir nhirng quan hé¢ giita chung da
dwoc kbdng dinh trong cac tien dé. Ching han, hinh
hoc xa &nh bit diu bing nhitng khéi nitm co ban
«diém>» va « drdng thdng», tir quan h¢ «lién thudc»
va tir hai tién dé d3i ngdu: ¢ hai dwong thing khac nhau
bit ky thi lién thuéc voi mot va chi mét didm » va «chai
diém khéac nhau b#t ky thi lién thadc voi mét va ciing
m¢t dudng thdng ». Trong he tién d& cla hinh hoc xa
anh thi tinh chit d6i ngéu trong viéc dién dat cac tién
dé s& qui dinh tinh d8i ngdu trong bin thin ciu tric
ctia n6. Méi dinh 1y, chi chira nhirng phin t& ddi ngéu
trong dién dat v trong chirng minh, s& tuong tng voi
mot dinh Iy d6i ngdu. Qui vay, chirng minh cua dinh
ly ban diu 14 vi¢c ap dung lién tiép nhirng tién
d& nao d6; con viéc 4p dung cac tién d¢ 43i nglu ciing
theo thir tix d6 sé hgp thanbh chirng minh cua dinh ly
ddi ngiu.

Tap bop cdc tien dé hinh hoc s€ tao nén dinh nghla
khoéng tréng minh ca moi khai ni¢m hinh hoc ¢ khong
dinh nghia » nhr «didms», « deong thdng», «tinh lién
thugc» v.v... P3i voi cac rng dung caa hinh hoc thi
didu quan trong !a lam sao cho cic khai niém co ban
v c4c tien d& hinh hoc phu hep tot véi cac khdng dinh
ma trén d6 thwc hién dege céc phép thir vit Iy hoc d&
cap dén nhitng d3i tirgng « ¢ thirc » s& mé dwegee. Tinh
thye tai vat Iy dirng sau kbai niém didm 12 mot sy vat
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ndo d6 rit nhé gidng nhr mot v&t ti€p xic nhé cha
diu but chi trén t& gidy. Ciing vay, «duiong thlngy la
sir triru heong hoa ciia mot s¢i day manh cing thdng
hoic ciia mot tia sang. Tinh ch&t d6 cla nhitng diém
va duong thing vat ly ¢6 thé xac nhan dwoc bing cic
phép thir, s& phu hgp mot phdn v&i cac tién d& hinh
hoc hinh thirc. D& thdy rdng nhirng thi nghi¢m chinh
x4c hon c¢6 thé 1a 1y do cin thiét phai thay ddi cic tién
d8 néu nhu {a mudn ching mo6 td didy du céc hi¢n
turong vat ly, Ngugc lai, néu ¢6 sy sai biét rd cia céc
h¢ tién d& hinh thirc voi cac tinh chit vat 1y hoc cia
cac sir vit thi hinh hoc dirge xay dung trén cac tién d8
d6 88 co6 mot y nghia gioi han. B&i thé, ngay cd voi
quan di€m clia chd nghia hinh tire, con ¢6 mét cai gi
dé c6 anh hudng lon d&n phurong hudng cla tr tudng
toan hoc hon 1a tri tué con nguroi.

2. Hinh hoe phi O'clid hypebolic, Trong Oclid c6 mot
tién dé ma, d3i chi€u véi nhirng d¥ kign thirc nghidm
(v61 cac s¢i day ciing thdng hoidc cac tia sang), khéng
the no6i dwge n6 c6 « ding» hay kbong. Do lA tién de
song song ndi ti€ng khdng dinh qua mét didm cho trrécd
ngoai mot duwong thlng cho trirde c6 thé vé& mgt va chi mét
dueong thdng song song vai dudng thing di cho. Tinh
chdt doc ddo cha tién d& nay la n6 khiing dinh tinh
chit clia dwong th&ng tréntodn by chidu dai ctia né, trong
d6 duong thing drgc coi 12 kéo dai vo han v& cd hai
phia: néi rdng hai durong thing 12 song song tirc la
khing dinb ehiny khongthd ¢6 didm chung du kéo dai
chiing dén dau. Trai lai thi mot didu boan toan hién
nhién 13, trong giéi han cua mot phdn han ché nio
46 cila mit phing, du phin dé c6 réng dén day,
ciing c6 thé v& dugc mot tap hop duong thing
di qua mét diém cho truée va khong cét mot duong
thing cho trude. Boi vi 66 dai lon nhét co thd duge
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ciia theoe ké, cia sgi day, thdm chi cia i sing dirge
ohin bing kinh vi€n vong ciing con 1 :Fv haa v3 b
vi bén trong m¢t hinh tron ¢6 ban kinik hiru nan cing
c6 mot tap hop cac deirng thiing di qua mot di¢m cho
trréc & trong hinh tron khong cit mot dwony théng
cho truwrédc, cho nén khong thé kim tra bing thire nghiém
tién d& Oclid duge. Moi tién d8 khac cta Uclid déu ¢o
tinh chiit hitu han, tirc 1a d8 c4p dénnhitng doanthing
hiru han holic nhirng b3d phdn hitu han caa cac hinh .
phlng, Sy ki¢n ma tién d& song song khéng kidm tra
droc bing thire nghié¢m d& dé lén hang diu vdn d& n6
¢O déc lap voi cac ticn d& khac hay khong. Néu no la
h¢ qua logic tdt y&u clia cac tién dé khac thi chi cin
loai no ra khoi s8 cac tién d& va chirng minh no6 nhu
mét dinh Iy nho céc tien &¢ Oclid kbac. Cac nha toan
hoc dd ¢d glng tim chungiminh @6 trong nhidu thé kj
qua. Viéc nay da tgo nén mot nbin thire 1& mo trong
nhiéu ngudi nghién c’ru hinh hec 1a, phai ching tién
dé song song khac bist v& co bin voi eic tién d& con
Iai, 16 chira ¢6 ot tinb trire gide co tinah chit thuydg
phuc ma tinh tryec quan may dudng nhue phai co ddi
voi moi méuh dé dirgre coi 1A tien d&. Mot trong nhirng
¢S géng &&u tién theo huéng do6 di dwoe Proklo, mit
nha binh luin cha Uclid, thie hién vao th& ky IV. D&
khong phai dira vio mét tién d3 ridng v& dudng thing
song song, 6ng dd dua vao mdl dinh nghia A tbeo
dinh nghia &6 thl m¢t duong thing song song voi mét
duung thiing cho truwdclaqui tich cda nhitng didm cach
doong thing nay mét khodng khong ddi cho tresc. &
déy Préklo dd khong d& y ring 1am nha vy thi kho
khdn s& khong duge giai quy&t ma chi doi chd di, bdi
vi cong trinh ciia 6ng chira chirng minh duge qaf tich
néu trén thirc s 14 mot dwong thlng, Vi Proklo da
khong th® chitng minh duoc didu sau cung nay, cho
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nén 6ng di thira nhin ménh dé d6 la tién dé song song.
Nhir thé, ta khong dwoe loi loc gi vl ta co thg chirng to
ring ca hai tién dé vira néu la twong dwong voi nbaa.
Xakheéri (1667 — 1733), sau d6 la Lambe (1728 — 1777)
da dinh chitng minh tién d& songsong bing con dwong
gian ti€p voi mot gid thiét ddi lap rdi tor ddy suy ra céc
h¢ qua vo ly. Song cac hé qua suy ra dugc déu khong
vo 1y : d6 l1a nhitng dinh 1y chia hinh hoc phi Oclid ma
sau nay ta di tim dwgc. Néu nhirng nha toan hoc néi
trén khong xem nhitng két qua cia minh I phi ly ma
xem ching nhir 14 nhitng khing dinh khong cé mau
thuin noi tai thi chinh ho chir khong phdi ngiréi ndo
khac, 88 c6 cong phat hién ra hinh hegc phi Oclid.

Nhung & théi d6 thi mot h¢ hinh hoc bdt ky, khong
phu hegp tuyét ddi voi hinh hoc Oclid, bi xem nhu mot
diéu vo ly tat nhién, Kant, mot nha triét hoc c6 uy tin
nhit thoi by gio dad biu thi thai dp cia minh ddi voi
viin d& do bdng cach khing dinh rdng cac tién dé Oclid
khong c6 gi khac 1a cac hinh thiurc tdt y&u cla tu duy
con ngudi, theo Ong thi diéu do da giai thich ¥
nghfa khach quan clia chung ddi voi khong giap a co
thye ». Niém tin vao cac tién d& Oclid nhr ni@m tinvao
nhitng chan ly bt di bit dich tdn tai trong pham vi
trire giac thudin tuy nhue thé, 1A mét trong nhirng gido
dida cua triét hoc Kant. Song, ddn da thi nhitng théi
quen sau sdc chia tu duy va Anh hudng cla cac quyén
uy triét hoc khong the dé¢ nén mdt niém tin dang phat
trién cho rdng sir thit bai trong viéc tim ki€m chirng
minh cia tién d& song song & phia cic nhd hinh hoc
thi it ma & phia ban than tién d& 12 thuc sy déc lap
v0i chc tién d& khac thi nhiéu (ciing twong tir nhir sir
thit bai trong viéc gidi phuongtrinh bac ndm tdng quat
dad din dén di®a ngd viyc khong thd gidi dirge phuong
trinb d6 ma v& saudd duwge xdcminh 1a ding). Nha toan
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hoc Hungari Boliai (1802 — 1860) va nha toan hoc Nga
Lobasepxki (1793 — 1856) dd =xay dyng moét hé
hinh hoc r#t chi tiét trong do tién dé song song bi bac
bd. Khi ngursi thanh nién nhiét tam va cd tai Boliai guri
cong trinh clia minh cho «vua todn hoc » Gaux va néng
long cher doi sir ing h¢ thi 6ng did dwgc cho biét 1a
chinh Gaux di ph4t minh ra didu d6 sém hon, nhung
Gaux tir kidm ch& khomg cong b3 cac kétqui cia minh
d& tranh nhitng cudc théo luan Sn ao.

Ching ta hdy xét xem tinh ddc l4p ciia tién d& song
song ¢6 nghfa nhir th& nao. Tinh doc 1ap d6 cln duwoc
hidu v&i ¥ nghia la viéc x4y dwng cac ménh d& hinh
hoc v& didm, v& dudng thing v.v..., bling cach xudt
phat tir cac tién d& trong do tién d& song song dugc
thay thé bdi mot tién d& ngroc lai 1a khong c6 mau
thudn noi tai. Mot cfu tric nhue vay la mot hinh hoc
phi O'clid. Pbdi c6 long diing cAm v& mit tri tué cla
Gaux, Boliai va Lobasepxki moiy thucdwoc ring hinh
hoc xdy digng trén mét hé tién d& khong Ofclid van co
thd 13 tuyét d&i phi mau thuin.

Mudn kh&ng dinh dwoc tinh phi mau thudn cia mot
hinh hoc moi, khong ciin thigt phdi phat trién nhidu
dinh 1y rit chi tiét cha hinh hec phi Oclid nhir Boliai
va Lobasepxki dd lam. BAy giv ta dd xay ding duge
nhirng « md hinh » don gidn cia hinh hoc do thoa min
t&t cA cac tién d& Oclid trir tién d& song song. Do anh
huéng tr tedng cha nha hinh hoc ngudi Anh Keli
(1821 — 1895), Félix Kléin da dwa ra mét mo hinh don
gidn nhit. Trong mé binh nay thi qua m¢t didm cho
trrde ndm ngoai dudng thing cho truéc co thd v& vo
s «dwdng thdng» «song song» voi dwong thdng di
cho. Mot hinh hoc twrong tir thudc loai nay dwroc goi la
hinh hoc Boliai — Lobasepxki ho#c hinbh hoc « hype-
bolica,
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Khi xay dgng md hinh Kléin thi lic ddu, ta xét cée
s vt cha hinh hoc Oclid thong thudng sau do dditén
mot 36 s vat va quan hé giira ching sao cho vi¢c mod
14 chung 1a thugn tién cho hinh hoc Oclid. Hinh hoc
nay it nbit ciing la phi mau thudn nhu hinh hoc Oclid
ban dau bdi vi n6 duoe trinh bay nhu 14 tAp hep cac
sy ki¢n cia hinh hoc Oclid (nfu xét voi quan diém
khéc va mo td voi nhirng tir kbac). €O th& th&u hidu
mé hinh d6 d& dang néu chu y dén mé! 88 khai niém
ciia hinh hoc xg anh.

Trong mét bi€n ddi xa dnh clia mit phing 1én mot
mjt phing khac ho#c 1én chinh n6 (c6 thé hai mit
ph&ng s€ trung nhau sau phép anh xa) thi néi chung,
mét dueong tron s& bién thanh mdt thiét dién conic ndo
dé6. Song, ¢0 thé chirng td d& dang riing (ia s& kbong
néu chirng minh & day) ¢6 vd 88 bidn doi xa anh cla
mit phdng Ién chinbh n6é ma trecng d6 mot hinh tron
cho trwéc bién thanh chinh né. Trong nhirng hién ddi
nhir viy thi néi chung cic diém & bén trong cing nhir
cic di¢m & trén bién'd€u thay ddi ¥i tri, nhuwag cdc
didm & b»én trong vdn & bén treng cic di€m & frén
bién vdn & trén bién (d¢ dang nhén thdy tam cta hinh
tron co thé bidn thanh mét di¢m bén trong tiy ¥ cho
trirérc). i'a 88 xét tip hop t&t cd cac bién dbi nhu vay.
TAt nhién, chung khong git nguyén di¢n mao cua hinb
cho nén ching khong phai 13 mét phép d&i binh theo
nghia thong thudng. Nhweag bay gio ta s€ goi ténching
13 «céc phép doi hinh phi Oclid» treng binh hoc ma
ta 8¢ xay dirng. Ring ¢ec « phép doi binn» do, taco
thé ti€p tuc dinh nghia «sir biing nhaus: hai hinb
duoc gof la bing nhau n&u c6 mét phép dbi kinh hoc
phi Ociid bién d0i Linh niy thanh hinh kia.

By giv, ta s& md td mo hinh Kléin cua hinh hoc
bypebolicdd néutrén mét - M¥t phdng » chi gém nhirng
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di®m & ben trong mot hinh trén, cac di€m & ngoai phii
bd di. M&i diém & bén trong dugc goi la «mot diém >
phi Oclid, mbi day cung eta hinhtron duge goi 1l «mot
duong thing » phi Oclid; «phép doi hinh» va «sur
bing nhau» thi ninr di dinh nghia & trén; viéc vé mot
« dirong thing » di qua bai « di€m» va viéc tim cgiao
diém » clia hai «duong thing» duoc thye hidn nbur
trong hinh hec clid. Dé chirng minh r#ng cfu tric
méi nay thda man moi tién dé ciia hinh hoc Ofclid chi
trirco lién d@ song song. Didu nay the hi¢n & chd, qua
mét «didm» khong ndm trén cduong thing » co thE
vé v0 88 « drong thing » khong c6 «didm » chung véi
duréng thdng di cho. « Puong thing» cho truge & day
1a m¢t ddy cung O'clid, «dwong
thdng» thir hai c6 thd 12 moét day
bat ky di qua «diém» cho truoc
va khong cét « dwong thing» thir
nhit & trong hinh tron. Mo hink
don gidn vira mo6 td la hoan toan
di d& k&t thic vin 48 co ban
pbat sinh ra hinh hoc phi Oclid:
no chirng t6 ring tién dé song
song khong thé suy ra duge tie H. 110. Md hinh mit
nhirng tién d& con lai cta hinh Pphdng phi Oclid cle
hoc Oclid. Qui vay, néu suy ra Kiétn

- dugec tir nhitng tién d& khac thi no phai la mét dinh
ly ding trong mé hinh cia Kléin, nhurng khong phai
la nhu vay.

N6i mOt cach chit ch& thiluan chirng & trén duge xay dung
trén mot gia thi€t 1a md hinh eta Kléin phi mau thulin, técla
khong the ching minh dugc d3ng thdi mot khdng dinh nzo 36
va moét khﬁng dinh 46i 1ap v6in6. Nhung, du thé nao thi hinh
hoc clia mé hinh Kiéin ciing 12 phi mau thudn ciing nhr hinh
hoc Oclid thdng ¢thuwdong, b&i vi cdc djnh Iy v& ¢ 8idm » v
«duwdng thing »v.v... clia md hinh Kldin chinh 1i céc djnh 1y
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¢lia hinh hoc Oclid dirge din dat theo cach riéng cia né. Mot
ching minh diy 44 v2 tinh phi miu thudn clia hé tién 8 hinh
hoc O'clid s& khong th& c6 duge ndu khong qui v& hinh hoc gidi
tich ¢a rat cyc la v& continum s3, ma tinh phi mAu thuiin cla
khai niém continum thi cling 14 mét vén d8 chwa dwec giai quyét.

* Ching t6i con lru y ban doc thém mot chi tiét nira
(mic ddu né6 vuot ra ngo:‘ii gioi han cha bai toan ma ta
dit ra trye ti€p & day): v& dinh nghia «khoidng cach»
ph1 Oclid trong moé hinh Kléin. « Khoadng ciach» nay
phai 1a bdt bién dbéi voi « phép
déi hinh » phi Oclid béi vi phép
d&i hinh théng thurong khong thay
ddikhodng c4ach théng thudng. Ta
da biét, ti s§ kép l1a bAt bi€n cha
hinh hoc xa Anh. T4t nhién s& nay

- " ra ¥ nght ding ti s8 kép (OSQP)
d® dinh nghfa khodng cach gilra
hai diém Pva Q & béntrong hinh

H. 111. Khodng cach  {ron cha ta, trong d6 O va S la

phi Orclid nhitng dim ma doan PQ cit
durong tron néu kéo dai vé ca hai phia, Thwe ra thi ti
s8 kép nay 1A mot s8 dwong, nhirng ndu ldy no trirc
ti€p lam «khodng cach » PQ thi khong thuén tién. Thuwe
vay, voi gia thiét ba didém P, Q, R ndm trén mét duong
thing, ta phéi c6 ddng thie PQ 4+ QR = PR, nhung
no6i chung thi:

(0SQP) +- (OSRQ) = (OSPR)

Trai lai, mo6t d&ng thirc khac s& diing:

(OSQP) . (OSRQ) = (OSPR) ; (1)
Thire vay:
, QO PO RO QO
S . = .
(OSQP) . (OSRQ) ; QS PS§ ;BS Qs
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Tinh chit (1) cho phép ta djnh nghTa « khodng cach»
PQ la logarit cia t s6 kép (ma khong phai 1A bar than
11 s& kép do) v&i muc dich bdo ddm s codng tinh cta
khoang cach: PQ = « khodng c4ch »’phi Oclid PQ =
log(OSQP). «Khodng cich» nay ia 83 duong b&i vi khi
P -+ Q thi(OSQP) > 1.

1. Tir tinh ch#t co bdn cia Logarit va (1) suy ra
PQ + QR = PR. Chon co 53 nao ciia logarit 1a khong
gquan trong béi vi khi thay ddi co s8 ta chi thay ddi
don vi cia phép do. Mit khace, néu mot didm (Q ching
han) din t&i duong tron thi khodng cach phi Oclid PQ
s€ tiing 1én v6 han. Di€u nay c6 nghia 1a « dudng thing»
trong mé hinh phi Oclid cha ta s& c6 «do dai» phi
Oclid vo han, tuy ring v&i ¥ nghia Oclid thi n6 1a mot
doan hiru han.

3. Hinh hoe va thye tgi. MO hinh clia Kléin chirng to
riing hinh hoc hypebolic 1a mét c#u tric suy di&n hinh
thirc phi mau thudn cling nhir hioh hoc Oclid ¢ didn.
- Mot v&n d& nay ra: néu d& odp d€n sy md ta cac quan
hé hinh hoc c6 trong thé gioi vat 1y thi phdi wa thich
thir hinh hoc ndo trong hai hinh hoc d6? Nhu ta da
nhdn manh, thwc nghiém tuyét nhién khong th gidi
quyét duge vin dé qua mdt didm cho trude chi vé duge
moét dirong théng song song véi dudng thdng cho truéc
hay 1a ¢6 th& vé duoc vo s8. Song, trong hinh hoc Oc-
lid thi tdng cac goc trong tam gidc 12 1809, nhurng trong
hinh hoc bypebolic ¢6 thé chirng minh tdng d6 nhd
hon 1800. Gaux did nghién ctru bdng thirc nghiém vin
d&: voi quan diém vat Iy thi tdng cdc goc clia mot tam
giac s& nhur thé ndo. Ong d& do rdt cdn thin cac goc
clia tam gidc tao thanh bdi ba dinb nui kh& xa nhau,
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trong khnon khd clia cac sai s§ c6 thé& dwoc cia phép
do thi tdng cac géc bing 1800 Néu két qua la nhd hon
1800 r3 rét thl tir d6 co6 thé suy ra hinh hoc hypebolic
phu hop hon véi viée mo ta th& gidi bén ngoii. Song
thuc nghi¢m dd khong giai quy&t vdn d& g, bdi vi 484
v&i nhitng tam gide khéng l&n ¢d cfc canh dai khodng
vai hai ly thi s sai khéc so véi 180° ma hinh hoc hy-
pebolic di tién doan vén nhd d€n ndi cac dung cu cia
Gaux khong th& phat hién ra duge. Nhw vy, tuy khong
cho nhirng két qui quy&t dinb, thrc nghi¢m cling chirng
t6 rdng hiob hoe Uclid va hypebolic chi khac nhau
trong nhirng ph#a khong gian rgng lon, d48i voi nhirng
binh trong 46i nhd tht v& mit thiee lién ching d&u
tién dung nbu nhau. B&i th& n&u chi xét d€n nhirng
tinh chdt dia phuore clha khong gian thi vige liyra chion
gitra hai thir hinh hoc chi cdn theo nguyén tdc don
gian. Nhung vi lam viée voi hinh boc Oclid dé hon
nhiéu so voi hinh hoc hypeboiic, cho nén ta sé& dung
hinh hoc Oclid trong khi xét dén nhitng khoang cach
khong lon (kho&ng vai triéu hai ly). Nhirng khong ¢6 co
s d& hy vong réng né la thich hgp khi mo ta th& givi
vit ly trong toan b véi toan bd khong gian réng lon
clia no6. Vi tri clia sir vat trong hinh hoc ciing hoan toan
nhir vi tri cla no trong vat ly, & ddly cac hé thdng Niu-
ton va Anhxtanh cho céc k&t qua gidng nhau véi nhirng
khodng cach va tdc d% nhd, nhung lai sai khac nhau
khi xét d&n cdc dai lugng l1on.

Y nghia ‘khoa hgc — cach mang cla sir phat munh
hinh hoc phi Oclid 12 & chd no dd x6a bd quan nié¢m
vé tién dé Oclid nhr 1a mdt so A0 toan hoc bit di bt
dich phu hop v6i tri thire thyc nghiém cia ching ta vé
thire tai vat ly,
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4. Mo hinh Pouang Care. Nha todn hoc nhin thdy ¢ hinh
hoc» trong moi h¢ tién d& phi mau thudn mjt cach tay
y, cac tien d& noi v& «nhitng di€m», « nhirng diwdng
thing » v.v..., nhung nhitng cong trinh nghién ciru cla
ong ta s& chi co fch cho vat ly hoc trong truong hep
ho tien d& clha 6ng ta phd hgp véi hanh vi cla cac sy
vat vat 1y trong the& gidi thuc tai. Bay giv, voi quan
di&m nay, ta mudn lam r3 y nghfa cila khing dinh:
< anh sang truy&n theo durdong thing ». N&u trong khing
dinh nay c6 chirn mot dinh nghia vat 1y hpc cha « dudng
thdag» thi phii lira chon mot hé tién 48 binh hoc sao
cho pha hop v&i hanh vi cia cic tia sang. Theo Poiing-
Car¢, ta hinh dung th& gioi gébm phin bén trong cla
hinh tron C va, & mei diém tdc d¢ ciia anh sang ti 1&
voi khoding cach tir didm d6 toi dwong tron. Khi do,
co th ching minh rdng anh sang dugc truyén theo
radt cung tron vudng goc voi duong tron C. Trong mot
thé gioi nhw vay thicac tinb chilt hinh hoc clia ¢ nhitng
duong thing » (dugc xac dinh nhu nhitng tia séng) s&
khac voi nhirng tinh chit cha
cac duong thing Qclid. Dic
bi¢t, s€ khong co tién d& song
song Oclid boi vi co m¢t tap
hop vo s3 «dwong thdng» di
qua mot didm cho truoc va
kbong céit mot « Cuirng thdng »
cho triréc. Co thé nhan thiy
«difm» va «duong thing»
trong thé gioi dang mo ta co H. 112. Mo hinh phi
nhirng tinh chdt giong nhu Oclid cla Poing Car#
«di€ém» va e¢duong thing»
tronyg mo hinh Kléin. Noi cach khac, ta da thu duege mot
mo hinh moéi cia hinh hoc hypebolic. Tuy nhién, vidn
¢o tbé ap dung hinh boc Uclid trong thé gi&i nay : bay
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gio ta suy ra rdng nhirng tia sang s8 khong phai 14
«céc dudyng thdng phiOclid », ma dugc truyén theo cac
hinh tron vudng goc voi duong tron C. Nhu vay, ¢6 thd
mo tad cing mét tinh hudng vat Iy bdng nhitng hé thdng
hinb hoc khac nhau n&u gia thiét céc sw vat vat ly
(trong tredng hgp nay la cac tia sang) lién k&t voi céc
khai ni¢ém khac nhau trong h¢ thong d6:

Tia sang — ¢« dudng thdng » — hinh hoc hypebolie
Tia sang — ¢ duréng tron» — hinb hoc O'clid

Vi trong hinh hoc Oclid, khai niém duwong thing
twong tng véi hanh vi cta tia sdng trong moi trudng
ddng chdt, cho nén trong vi¢c mo th thé gici, n€u nobi
ring hinh hoc bén trong C I hypebolic thi ciing tuc la
kbing dinb rdng cac tinh ch&t vat ly cla tia sang trong
the gidi do gidng nhw cic tinh chit clia « duwdng thing»
trong hinh hgc hypebolic ma thoi.

5. Hinh hoe eliptic hoge hinh hge Riman. Hinh ho¢
Oclid ciing nhir hinh hec hypebolic ctiia B6liai — Loba-
sepxki thira nhan m¢t cach thdm ling mei duong thing
12 vo han (tinh vd han ciia dwong théng c6 lién quan
thire sir v&i quan hé « & gifra» va voi cac tién dé v tha
tir). Nhuwng sau khi hinh hoc hypebolic m& dwong
cho viéc xdy dirng hinh hoc mot cach tir do thi tat
nhién ndy ra vadn dé, co thé tién hanh xay ding nhitng
hinh hoc phi Oclid trong dé dwong théng la hiru han
va dong kin dugc hay khong. T&t nhién, trong nhirng
hinh hoc nhuwr vay thi khong phéi chi c6 tién d& song song
ma cd cactién d® vé thir tir cling mét higu lirc. Cac cong
trinh nghién ciru bién tai ddlam rd y nghia clia nhirng
hinh hoc nay ddi véi cac ly thuyét vat ly méi nhét. Lan
ddu tién, nhitng hinh hoc nhir vy da dwegc phén tich
trong dién vin ctia Riman n&m 1851 khi biit ddu nhin
nhi¢m vu phé gido su truwong dai hoc Gottingen. Cé
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the xAy dirng hinh hoc voi cac dwong thdng hitu han
dong kin ma khong g#p mau thudn ndo. Ta hiy hinh
dung mot thé gigi hai chiéu gdm mot mit ciu §, trong
do6 ta qui woc hidu « duong thing» la nhirng dudng
tron lén cla mit ciu. D6 la phuong phap mo tA «thé
gioi» tr nhién nhit clia nhitng nguoi di bidn: nhirng
duong tron lon nay la nhitng dudng cong ngin nhat
ndi hai didm trén mit cdu; do6 cfing 13 tinh ch#t dic
trung clia cac duong thdng trén mit phing. Trong thé
gioi hai chidu dang xét hai « duong thing» bdt ky déu
cit nhau, tirc la tir mot diém &
ngoai khong thé dung « dwrong
tbdng» nao khong cit «dirong
thiing» cho truréc (tirc 14 song
song v&i né). Hinh hoc ciia céc
«dudng thing » trong thé gioi
nay dugc goi la hinh hoc eliptic.
Khodng cach giita hai diém
trong hinh hoc nay dugc do
bing d¢ dai cung ngdn nhit
ctia duéng tron 16n di qua cac  H: 113. “Cac dudmg thing®
didm di cho. Goe thi duwge do  trong hioh hoc Riman.
nhir trong hinh hec Oclid. Ta

coi tinh cht ddc trung nhét cha hinh hoc eliptic 14 sy
khong ton tai nhirng duéing song song. Theo Riman,
ta ¢co thE m& rong hinh hoc nay nhur sau. Ta xét amot
thé gi&i » gdmm mot mit cong nao do trong khong gian
(khong bat budc Ia mit ciu) va dinh nghia duwong thing
di qua hai di®m la duéng cong ngdn nhat (dudng cong
«dia vat ly») ndi hai didm dé. Co thé chia cac di&m
clia mjt thanh hai 16p: 1&p thir nhit gdm cac diém ma
trong lan cin clia ching thi mit la tuong tu nhu mat
cdu voi y nghia 1d 06 ndm & mot phia 431 voi tiép dién
tai di®m do; lop thir hai gdm nhirng diém ma trony

12)



IAn c4n cia ching thl mit ¢6 hinh yéi ngea (ndm v&
hai phia d&i voi lidp dién), Cac didm thudc 16p thir
nhét dirge goi 1a cac di€m eliptic ctia mit voi 1y do
irong phép tinh tién song song khonglén caa ti€p diénthi
né ciit mit theo mot dudng cong cé dang mot elip;
cac diém thuoc lop thir hai co tén 1a cac diém hypebo-
lic b&i vi trong phép tinh ti€n trong ty thl ticp dién
cit mit theo mot dirong cong co dang hypebolic. Hinh
hoc ciia cdc « dwrong thiing » dia vat ly trong lan céan
cac didm cla mit 1a hinh hoc eliptic bay hypebolic la
tay theo bin than didm do la elip hay hypebolic. Trén
mo hinh nay clia hinh hoc phi Q'clid thi goc van duge
do nhu. trong hinh hgc Oclid théng thuong.

Tu tudng trén da dugc Riman phat trién. xa hon:
Ong dd xét nhitng hinbh hoc clia khong gian tuong tw
nhir hinh hoc cia cac mit vira phan tich & trén. Theo
Riman, ¢d¢ cong» ctia khong gian thay ddi tir didm
ndy qua di®m khac s& xac dinh dic tinh cia hinh hoc
‘ & lan c4n diém do. D3i voi
Riman khéng gian trong ly
thuyét tuong dsi tdng quat
cia Anhxtanh la hinh hoc
Riman; 4nh sing dugc
truyén theo cic durong dia
vat 1y, do cong clia khong
gian tai mdi di¢m duoc xac
dinh phu thujc vao cac
H. 114. Biém eliptic. tinh ch&t clia vat chit trong

lan can cac diém do.

Niy sinh tir nhitng khao sat cé tinh chit thulin tuy
tién dé, ngay nay hinh hoc phi Q'clid da tré thanh mot
cOng cu cire ky co ich d8i véi nhitng 4p dung khac
nhau trong viéc nghién ciru thye tai vat ly. Trong ly
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imyét trong ddi, trong quang hoc, trong ly thuyét giao
dong tOng quat thi vige mo ta phi O'clid cdc hién turong,
trong nhiéu trudng hop, to ra thich hgp hon voi thye
tai vat ly so voi cach mo ta Oclid.

H. 115. Di&m hypebolic.

PHU LLC

HINH HQC TRONG CAC KHONG GIAN NHIRU CHIEU

1. M& dau. Kbong gian « thire tai» — mbi triréng cla
thi nghigm vat 1§ — c6 ba chida, m¥t phing cé hai
ckiéu, duong thng c6 mot chi€u. Trire giac khdny gian
cia chiing ta, hiku theo nghta théng thwong, gidi han
b&i ba chidn, khéng phat trién dwge xa hon. Seng
trong nhiéa trirdng hop, ta c6 th8 noi v& ccac kbong
gian» c6 bdn hoiic nhitu chi®du hon. Ta noi v& khong
gian n chi®u (n > 3) v&i y nghia nao vd nhirng khéng
gian nhr vay co ich gi? Chi co th& giai dap néu dirng
trén quan didm gidi tich hojc quan diém hinh hec. Chi
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c6 the xem xét thudt ngir khong gian n — chi®u nhur
mot ngon nzir An du dung dé bidu thi cic tr twdng
toan hoc nim ngoai giéi han cla trizc gidc hinh hoe
thong thuéong.

2. Cach xir Iy giai tich. Chung toi da c6 dip leu y
ban doc vé sir thay ddi vai tro cia hinh hoc gidi tich
dién ra trong sudt ‘qua trinh phat trién ca né. Luc diu
thi diém, drong thing, duong cong v.v... dugc xem
nhir cac sir vat hinh hoc thuin tdy vA nhiém vu clia
hinh hoc gidi tich vén ven chi 1a cho irng cac sy vat d6
voi cac toa d0 hoiic cdc phuong trinh d& thé hién va
phat tridn xa hon mot ly thuy&t hinh hoc bing cac
phuong phap dai s8 ho¥c gidi tich. Dan ddn, mot quan
dim d&i lap duge xdc nhan. S8 x hodic cip 86 %,y
ho#c bo ba s8 x, y, z drgc xem nhw cac sir vt ban
din co ban, sau d6 nhitng sir vAt giai tich nay duoc
«cu the héa», hogc noi dung hon «trire quan héa» dudi
dang cic didm trén dwdong thing, trén miit phing, trong
khong gian, BAy gi¢ thi ngén nglt hinh hoc da dugc
diung d& x4c nhan si tdn tai cha nhitng quan hé nay
hay quan hé khac giita cac s8. O day, ta tudc bd diy
nghia d¢c lap cha cac sir vit hinh hoc va néi ring cip
s x, y 1a mét didm trén mil phing, tap hop tat cd cac
cdp x, y thda man phurong trinh tuy€n tinh L(x, y) =
= ax + by + ¢=0(a, b, ¢ la nhitng s§ khong ddi cho
trirére) la mét dodyng thing v.v... B8i voi khong gian ba
chidu thi nhirng dinh nghta nhu vay ciing dugc xac lap.

Tham chi, trong trirong hop ta nghién cru mot vén
d8 riéng clia dai 83, ngén ngit hinh hoc thudng to ra
rdt thudn tién d& mo td ngén gon va hoan toan chinh
xac cac sw kign va, trirc giac hinh hoc b#t diu hoat
ddong goi v cho nhitng qui trinh dai s8 diung dén. Ching
han, khi gidi bé ba phuwong trinb tuydn tinh voi ba in
séx,y,12
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ta gidi thich béing hinh h¢c bai toan va néi rdng cdn
tim trong khong gian ba chi&u R, giao di®m ciia ba mijt
phing cho bdi cac phwong trinh L =0,L'=0, L** =0
Mot thi dy khac: khi xét t&t ca cac cip 88 x, y sao cho
x > 0, ta no6i ring ta xét nira mit phdng bén phai truc
y. Trong trivong hop tdng quat hon, tap hop cac clip 3
X, y théa min b#t ddng thirc:

u!,)’)=3x+by+c>0-
dirge th? hi¢n nhe mot nira mijt phing nim v& mot
phia clia duong thdng L = 0, con t4p hop nhitng bo
ba 33 x, y, z sao cho L(x, y, z)=ax+by + ¢z +d >0
dirgc xem nhr «nira khong gian» xic dinh b&i mit
phﬁng L = 0.

Sau nhirng thuy€t minh nay ta chuy®n sang khong
gian «bdn chiéu » hojc thAm chi «n chiéu» modt cach
dé dang. Ta xét mdt by bdn didm x,y, z, t. Ta néi riing
mot bd bdn nhu vay a2 mot did€m trong khong gian bdn
chi&u R,. Noi chung, theo dinh nghfa thl mét di¥mcia
khong gian n chidu R, khong cé gi khéc chinh 14 mot
h¢ thdng gdm n 88 thire x,, Xg,..., X, dirge Vit theo mét
thir tyr xédc dinh. Ta khong thé nhin thiy dugcdiém do,
didu nay khong quan trong. Ngdn ngit hinh hoc vin
hoan toan d& hida trong trudong hop dé cip dén cac
tinh chit dai s3 clia n bién s8. Thuwcra, nhiu tinh chét
dai s8 clia cac phuong trinh tuyén tinh boan toan
khong phu thudc vao 88 cac bi€n sd dwa vao ho#c, nhir
ta thuong noi, khong phu thudc vao thir nguyén cia
khong gian nhirng bién do6. B&i th&, ta s€ goi «siéu
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phiing » 1a tap hop tat ca céc diém x;, x,..., X, trong
khong gian p — chiéu théa min phuong trinh tuy&n
tinh :
L(Xp, Xgv oo %) = A:%; + 8% + oo + A, o+ b = 0
Ciing nhur viy, bai toan dai sd co ban gidi hé n phuong

trinh tuyén tinh n &n:

LI (x‘, Xogeeoy Xn) 0

Lo(x1, %gpee0s X)) = 0

fl

\ Ln(x,, x.g,...,'xn) =0
duoc gidi thich biing ngdon ngit hinh hocla viéc tim giao
didm clia nsi¢u phing I, =0, L, = 0,...,L, =0.

Un ditm cua phrony phap mé td cdc sy kiéntodn lioc
bing hinh hoc la né néu bal duec mét s6 lrang thdi cua
dac trung dai 8 khéng phy thusce vao sé thit nguyén n
va the hien duge mot cdch tricc quan trong trudng hgp
n < 3. Trong nhidu wng dung, viéc dung cac thuit ngir
binh koc ciing co wu diém ngéin gon, ddng thoi lamcho
nhirng 1gp lufn cha giadi tich dirge A& dang, ¢6 khi cii
dao va hudng nirirng lap ludn d6 v& phia cén thict. Mot
13n nda ly thuy8t tooag d3i lai duge ddn ra voi tor
cich mot thi du vé@ mdt linh vire ma trong doé da dat
duge mdt thanh qua quan troig do viéc két hep duoc
bu {oa &) khong gian x, y, z va tea do thdi gian t cla
m3t ¢ sy kidn » trong mét «da tap b8n chiéu khong
gian — thi gian». Boi vdy, ndu budc «kbdng gian —
tLoi giaa » phuc tung so d6 gidi tich 46 va gdn cho no
nhitng tinh chit clia hinh hoc phi Oclid, ta c6 thé mod
td nhiéu tinh hudng kha phirc tap bing m¢t cach don
gidn la thireng. Nhitng khong gian n — chiéu trong co
hge, trong vai Iy thdng ké, ndu nhir khong néi ngay
{rong baa than toan hoc, dd tdra coich bi&t chirng nao.
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Ta néu thém nhirng thi dy thudn tuy todn hec. Tép
bop tét ca cac hinh tron trén mét m#t phidng tao nén
mot da tap ba chidu, bdi vihinh tron tam x,y ban kinh
t c6 thé dwgc bidu thi bdi mot di@m <6 toa do x, ¥, t.
Vi ban kinh hinh tron 1a mot s dwong cho nén tip hep
cac didm dang xét 1dp ddy nira khong gian. Ciing vay»
tap hop t&t ca cac hinh cidu trong khong gian ba chiéu
thong thirdng tao nén mot da tap bdn chiéu, boi vi mbi
binh ciu tdm x, y, z ban kinh t c6 thé dwgc bia thj
b&i mot diém c¢6 toa 49 x, y, z, t. Hinh 14p phuong
trong khong gian ba chiéu c6 tdm & gdc toa dd, co cic
canh dai 2 va c6 cAc miit song song v&i cac mit phing
toa d¢ s& chira tap hop &t ca cac didm x;, X, %, 5a0
cho | x, IS LIx| <1 Ix|< 1 Cing vay, «lap
phuong» trong khong gian n chi€u R, c6 tam & gdctoa
dg, c6 «cac canh» dai 2 va cac mit song song v&i cac
mit phéiing toa d¢ dugc dinh nghia nhw mét tip hep
cac dieém xy, X3,..., X, 530 cho ddng thuico cac bat ding
thoc | % | < L | x| < Loy | X ) <10 « MEL» cha 14p
phuong nhur thé bao gom t4t cd cac di€m sao cho it
nhit mot trong cac hé thirc di cho d6 c6 ddu ding
thirc, Cac y&u (8 céthi nguyén n - 2trénbé mit gom
cic diém ma it nh&t du ding thirc ¢6 hai ldn.

* 3. Cach xir Iy hinh hoc hoje t1d hep. Du ring cach
x(r ly giai tich d8i voi hinh hoc n — chidu la cire ky
don gian va thuan tién cho nhidu irng dung, ta vidn
phai nhic dén mot phwrong phip khéac co6 tinh chit
hinh hoc thuiin tiy. N6 dira trén vi¢c qui n — chiéu
dd cho v& (n — 1) chidu va mé& ra khé ndng dinh nghia
hinh hoc nhiéu chi¢u bing qui nap toin hoc.

Ta bét diu tir viéc xét chu tuy&n clia tam gidc ABC
trong hai phép do. Cét n6 & dim C rdi quay cac canh
AC va BC theo thir te xung quanh A va B, ta sé kéo
chu tuyén thanh mot doan thing (H. 116), trong d¢
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di8m C ¢6 mat hai lin. Hinh mdt chidu thu dugc cho
ta mot hidu tugngvd chutuyén clia tam giac hai chiéu.
G&p hinh tgi cac di€m A va B va cho hai diém C tring
nhau, ta dirng lai durge tam gidc. Biéa quan trong la
hoan toan khong c¢&n gdp hinh. Chi ¢dn qui uwdc rung

¢

Sa

(S NN
N

thh1

Wmmsssporm s —n e
¢ A
H. 118. Xac djnh tam gike the€o cdc canh ¢é6 mit tidp nhan.

ta s& «d0ng nh#t hoéa» (tac 14 khong phan bidt) hat
didm C da rdng hai didm dé khong tring nhau theo
nghta thong thuwdng. Con céd thé lam nhir sau: ciing cit
hinh & cic diém A vA B, ta dugc ba doan thing CA,
AB, BC ma khi clin c¢6 th® sip x&p d& khoi phuc lai
tam gidc ABC «ch&n thuc» trong d6 cac cip didm d&
dong nhit héa sé trung v&i nhau. Te tuedng dSng nhit
hoéa nhitng difm khéc nhau trong mot tap hop cac doan
thing cho trudc d& co thd tir nhitng doan thing do
dirng nén chu tuyén clia mot da giac (0 day la tam
giac) trong thire tién co khi td ra rdt c6 loi. N&u phai
chuydn di mot bo cic thanh kim loai, b¢ dim ciu
chéing han, t&t nhit 1a ta b6 nhirng thanh da thao roi
voi nhau, danh d3u nhirng ddu mut phai l&p lai bing
nhitng dén gidng nhau. Tap hgp cac thanh vai cac diu
mit danh ddu nhr vdy hodn toan tirong duwong véi mot
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c&u tric khéng gian. Diéu lun y trén goi ¥y ta cach
¢« thao d&» mot da dién hai chidu & trong khong gian
pa chi®u bdng cichthay né b&i cac hinh c6 thir nguyén
thép hon. Ching han, ta 14y m3t ciia 1ap phwrong (1L
117). Bay gio c6 thE qui no6 vé mot heé th8ng c6 shu
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H. 117. X4c dinh hinh 13p phwong theo caccanb
va cac dinh tiép nbau.

hinh vuéng, canh cia chung dwrge ddng nhit héa mot
c4ch thich hop; budc tiép theo s la viéc thay th& hé
th8ng hinh vuong nay bing 12 doar thdng c6 cac mut
di duegc d6ng nhét hoa mot cach thich hop.

Noi chung, m¢t da di¢n b3t ky trong khong gian ba
chidu R, s& duwgc qui theo cich nhir vay thanh mét h¢
thdng cic da gidc phdng hojc thanh mot hé thdng cac
doan th&ng.

BAy gio thi rd rang ta c6 th& quay trd lai qua trinh lap
lugn clia chiing ta bing cAch dinh nghia da gidc trén mit
phiing nh& mdt h¢ thdng cac doan thng va dinh nghia
khoi da dién trong khong gian R, bding h¢ thBng cic
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da gidc trong Ry néu tiép tuc giam thl_ lai ¢o thd
dinh nghfa n6 nho cac doan thing, th€ thi hoan
toan tir nhién ta co thé dinh nghia ¢khdi da di¢n»
trong khong gian bén chidu R, nho mot h¢ thdng cac
khdi da dién trong R; voi mét sy dong nhit hoa cac
mit bai chiéu mét cach thich hgp; «khdi da dién»
trong Rs drge dinh nghia quacac « khoi da di¢n» trong
R, v.v... Rut cucthi moi « khdi da dién» trong R, duge
qui v& mot h¢ thong cac doan thing.

Ching ta khong c6 diu kién dirng lai d& nghién cizu
chi ti&t hon vdn d& nay. Ta chi bd sung thém mot s
chii§¥ ma khong dan ra cac chirng minh. « Lap phurong »
trong R, dirgc gioi han bdi 8 1ap phwons ba chiéu,
mdi hinh l14p phwrong c6 cic mit hai chi®u, ddng nhét
voi cdc lap phuong « ké» v&i ching. Mot lap phuong
nhu vdy s& c6 16 dinh, & méi dinh c6 b8&n canh, s8
canh t3ng cong la 32. Trong R, c6 sau khdi da dién d2u.
Ngoai « l4p phuong» ra con c6 mot khdi da dién gioi
han b&i 5 khdi tir dién d8u, mét khdi da dién gioi han
b&i 16 khdi tir dign dEu, mot gi¢i han bdi 24 bat dién
d&n, mot gidi han b&i 120 thap nhi dién déu va mot nika
giéi han b&i 600 tir dién d8u. Nguoi ta dd chung minh
ving trong R, khi n > 4, chi c6 3 khdi da di¢n ddu,
mot ¢c6 n 4 1 dinh, giéi han bdi n + 1 khdi da dién
trong R, _;, ¢6 mét (n — 2) chiéu; mot co 2" dinh giti
han b&i 2n khdi da dién trong R,_,, c6 2n — 2 mit
(n - 2) — chi&u; mét ¢6 2n dinh gidi han b&i 2" khdi
da di¢n trong R,_y ¢c6 n m§t (n — 2) chidu.

Véi quan didm c#a tric hodic « t3 hep » thi cac hinh
hinh hoc don gidn nhdt 0, 1, 2, 3 chidu theo thir tir la
di€m, dogn thing, tam giac, ti dién. D& thdng nhat
cach ky higu, ta bidu thj cic hinh d6 theo thir tir la T,,
Ty, Ty, T; (céc chi s3 1a thir nguyén). CEu truc cla médi
hinh ¢6 d¥c trung 14 mdi hinh logi T, c6 n+ 1 dinh va
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mbi tap con gdmn i + 1 dina zda mdt bich loai T,
(i = 0,1,.... n) s€ xéc dinh ¢t hinh ndo d¢6 loai T}.
Thi dy, tir di¢n bach:éu T, c6 4 dinh, 6 canh va 4 mit,
Ta dinh nghfa «tir di¢n» bdn chidu 12 tap hop gom 5
dinh, trong d6 méi tap con gom 4 dinh sé tao nén mot
hinh loai T;, méi tip con gom 3 dinh tao néa mot
binh loai T; v.v... Mot hinh loai T, dugc thé hién bding
so do trén H. 118; ta thiy no6 c6 5 dinh, ¥0 canh, 1
mit tam giac va 5t dién,

Khong ¢6 khoé khin gi khi khai quat cho truong heop

n chiBu. Tir ly thuy&t td hop ta biét c6 ding C] = _!(” 5

il(r—i
tdp con khac nhau gom i su vat dugc cdu thanh tir
mot tdp hop r sir vat, Cho nén «tir di¢n» n chiéu sé
¢6 C;"*!' = n 4 1 dinh (cha cac hinhloai T,),

C,n+1 = —(i—i_—l)‘; canh (cua cac hinh loai Ty)
2(n-1n!

C,! =3(Tn(i% tam gidc (cAc hinh loai T,),
n —

(n + 1! .
Col=——1_"__c4c hinh loai T
T 41(n—3)! >

L L1 X TN ]

C371=1 hinh logi T,

S

H. 118. Cac yéu t3 don giin nhit troeg 1, 2, 3, 4 ehiRu.

S,
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CHUONG V

TOPO

MO PAU

Vao giita th€ ky XIX d& phat sinh mét trao lru hoan
toan méi trong hinh hec, sau nay tré thanh mot trong
nhitng dong lirc chinh clia toan hoc hién dai. D8i tuwong
clia nganh mé&i — goi l1a topo (hodc analysis situs) —
1A cac tinh chit cha cac hinh hinh hoe duoc bio toan
khi cac hinh d6 chju tac dung ciia nhitngbién ddihinh
hoc lam m#t t&t ¢i cac tinh ch#t métric vA xa dnh
cta ching,

Mét trong nhirng nbd hinh heoc vi dai thoi &y la
A F. Mib6biux (1790 — 1868), do tinh qua khiém nhudng
ma di khong dat drgc may min trén con dudng cong
danh khoa hoc: 6ng chi 1A m{t nha thién vdn hoc lam
viéc trong mot dai quan sat hang xoang ctia ngudi Birc.
N#m 68 tudi, ong da trinh 1én vién han lam Pari tap
hoi ky vé cac mit « mét phia» ghi lai nhitng s kién
tuyét voi nhdt trong nganh hinh hoc méi. Cling nhu
nhi€u cong trinh khoa hoc quan trong khac, ban thdo
clia 6ng di bj virt 1&n 16¢ nhidu ndm trén gia sach cha
vién hin 1am cho 4&n khi né dwoc ban than tac gid

- otoanhoc291l@gmail.com -



cong bd. Doc lap voi Midbiux, nha thién vidn Gottingen
LLixting (1808 — 1882) d& c6 nhitng phat minh twong
trr va nho sir giup dé cia Gaux, n¥m 1847 ong dad xuit
ban cudn sach nhé « Vorstudien zur Topologie » > Khi
Bergard Riman (1826 — 1866) d&n Gottingen dé hoc
dai hoc & d6 thi biu khéng khi toian hoc cia thanh
phd dai hoc nay dd tran diy tinh hidu ky 43i voi cac
tr tedng hinh hoc méi la. Ong nhanh chéng nhAn
thirc Aurge cdn phai tim ra gidi dap vé nbhirng tinh chit
sau séc nhdt cha ham s§ gidi tich bi€n s8 phirc ngay
trong nhirng ter tedng d6. Vi (4t sir phat tridn sau nay
cua topd dd chiu on mot cai gi 46 & mirc do cao nhw
ddi voi ly thuyét ham s8 Riman ma trong d6 nhikng
khai nié¢m topd c6 y nghia co s nhit.

Budi diu, tinh d%c tha cla nhitng phuong phap
thich hgp voi nganh hoc mé&i di 1am tréd ngoi cho vige
trinh bay nhirng k&t qua thu dugc & ddy dwéi hinh
thitc suy dién truyén thdng vd mdu mirc cia hinh hec -
8o cip.

Nhung sir viéc xdy ra ¢6 phian khiac. Ching han nhir
Poiing Caré, khi diing cam tién 1&n phia trirdc, da buéc
phai dira hdn vao truc giac hinh hoc.

Ngay nay cac nha nghién ciru topd cling cdm thiy rd
rang néu qua chu y dén tinh hoan héo v& hinh thirc thi
noi dung hinh hoc s& bj coi nhe va s€ bi chim ddm
vao nhitng chi tiét. Du sao chiing nita, ciing phai xem
14 m¢t thanh tiru ddc biét, tinh hinh ma cac cong trinh
gin day nhit vé topd di thiu tom ngdnh hinh hoc nay
trong pham vi ctia cac nganh toan hoc dugc xdy dirng
mot cach hoan toan chiit ché. Bdi voi ho, trie gidc la

(1) Tiéng Béc, nghia la ¢ Khio ciu diu tien v2 tdpo® (N.D).
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ngudn g8c nhung khony phdi 1a tiéu chuln cudi cing
chia chan ly. Ty theo sy phat trién cia quatriuh hinh
thirc héa topo, bt dau tir L E. Braue, ¥ trong clia
topo so voi toan hoc néi chung lién tyc &ing. Céc nha
toan hoc My, ddc biét O.Véblen, U.Alexando va X.
Lephsetx di dat dugec nhirng thanh’tyu quan trgng theo
hudng da néu,

Tuy c6 thé goi chic chiin topd 1a sin phim cia th&
ky nay nhwng vdn phdi nh&n manh rdng, tir rét som,
da c6 nhitng phat minh c6 quan hé gin giii v&i topo,
néu xét no6 trong h¢ thdng cac kign thirc toan hoc hién
dai. Trong s6 d6 thi di€u vi dat nhit la viec x4c lap
cong thirc lién hé 80 dinh, s8 canh va s3 m#t cha ot
kh&i da di¢n don gidn: n6 dd duwge Bécac phat hién
nim 1640, sau d6 da dugc Ole phat hi¢n lgi va dung
nidm 1752; nhitng nét dic trung clia khdng dinh topo
trong cong thirc nay di tré nén rét hién nhién khi ma
vé sau nay, Podng Caré¢ dd nhin ra mot trong nhirng
dinh ly trung tam cia topo & trong « cong thirc Ole » va
nhirng cong thirc m¢é réng ciia no. Vay thi, do nguyén
nbén lich sir va trat ty ndi tai, chuing ta sé bitdiu lam
quen vOi topd qua cong thuac Jle. Boi vi trong nhirng
buéc diau di vao mét linh virc chwa quen bidt thi sy
chit ch& hoan hdo la chira bit bude va chwa can thiét,
cho nén ¢6 khi chung t6i khong do du ma vién dé&n
trre gidc ciia ban doc.

§ 1. CONG THUC OLE B3I V&1 cAc KHO1 PA DIEN

Tuy ring trong hinh hoc c¢d xwa, viéc nghién ciu
cac khdi da dién chiém vj tri trung tam, nhwng chi co
Décac va Ole moi phat hi¢gn duge ménh d8 sau day:
Néu V 1a 36 dinh clia mot khdi da dién don gidn,
E 14 50 canh, I 1a s mit thi
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V- +F =2 ()
O day ta hiGu khéi da
di¢n 12 mét vat the ma
miit clia né gdm mot s3.
hitn han ciac méat cé
hinh da giac. Trong cac:

khoi da dién déu thi

moi da giac déu bing

. nhau va moi goc phiing
" & dinh déu bing nhau.

‘ Khdi da dién goi la don

gidn néu  khong co
¢ nhitng 16 thing>» 4
cho sau m¢t bién dang
lientuc thimitchanocod
th® bién d8i thanh miit
ciu. Trén H. 120 c6 vé-
H. 119, Cac kh6i da dién deu, MOt khdi da dién don.

P
[y

H. 120. Khdi da dién don B. 121. Khoéi da di¢n khéng

gizn V-E+F=9 —18 + don gian:
+ 11 = 2, ¥ — E+ F=16-32 + 16=0.
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gian khong phai la khdi da dién déu; trén H. 121 co vé
mét kh&i da dién khong phai la da di¢n don gian. Bé
nghi ban doe ki€m tra lai cong thirc Ole d8i voi cac
khdi da di¢n vé trén H. 119 va H. 120 va chung to ring
cong thirc d6 khong ding voi khdi da dién trén H. 121

P& chirng minh dinh ly Ole, ta hinh dung khoi da
.dién clia ta 1a rong, cidc mit clia n6é lam bidng cao su
mdng. Thé& thl, sau khi ciit bd di mot mit, ta co6 thé
‘bién dang ph&n mit con lai sao cho phin nay duoc
tréi trén mit phiing, T4t nhién, lic nay cic miit clia
khdi da dién va cac géc xen gita cac canh déu chiu
sy bién doi lon. Song « mang ludi» bao gom cac dinh
va cac canh nim trén mit phing s& c6 cing so dinh
v 50 canh nhu khdi da di¢gn ban diu, con s8 mit thi
bot di mot, boi vi mot mit di bj cét b di. Bay gio,
ta s& chirng minh réng d6i voi mang luwéi phing vira
thu dugc thi déng thirc V — E 4 F = 1 dugc nghi¢ém
ding; sau khi thém vao do mit da cit bd di thi ding
thu'c V —E 4 F = 2 la ding v6i khdi du dién ban dau.

Trude hét, ta s& «tam gidc hoa» mang luéi phing
nhu sau. Néu trong mang ludi co cac da gisc voi 88
géc I6n hon ba, ta chon 13y mot trong céc da giac do,
rdi v& mot dudng chéo bit ky cla no. K&t qua, mdi sd

A 5.

-
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H. 122. Cbing minh dinh 1y Ole
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£ va F ting thém mot don vi nhung gid tri clia bida
thirc V — E 4 F khong thay ddi. Ta s&tiép tuc v& cac
duong chéo ndi cac cip diém (H. 122) cho dén khi
mang ludi chi gom c6 nhitng tam giac (d6 la muc titu
gin nhét cua la). Trong mang dd tam giac dac, dai
Jwugng V — E 4 F ¢o cang mot gia tri nhir trudc khi
thire hién phép tam giac dac, bdivi vi¢e v& mét dudrng
chéo moi s& khong lam thay ddi gia trj ciia dai lugng
d6. Hon nira, mt sd tam gidc s& c6 ‘canh thudc vao
«bi¢n» clia mang lréi dd tam gidc dac. Mot s8 trong
chung (ABC chiing han) chi c6 mot canh & trén bién,
mot 88 khac c6 hai canh trén bién. Ta 1y mot trong
<cAc tam giac « ndm trén bién» loai d6 va tach khoi no
tdt cd nhirng gi khong thudc vao m¢t tam gisc bat ky
nao khac. Ch&ng han, ta tach canh AC va bin than bé
mit clia tam giac ABC chi d& lai cAc dinh A, B, C va
cdccanh AB va BC, nhrng trong tam giac EDE thi lai
tdch b& mjt ctia no, hai canh DF, FE va dinh F. Khi
« x6a bé» nhitng tam giac thuge loai nhir tam gidc ABC
thi cic s8 F va F s& gidm di 1, con s8 V khong thay
ddi, do d6 V —E + F ciing khong thay ddi. Khi xé6a bd
nhirng tam giac thudc loai nhu tam giac EDF thi Vgidm
dil, E gidm di2 va F gidm di 1, do d6 V — E + F vin
khong thay ddi. Viéc thirc hién lién ti€p cac phép tach
nhitng tam gi4c «ndm trén bién» nhr v8y (méi lin
tach nhu thé thi bin than bién ciing thay dbi) rut cuc
' s& dan dén m¢t tam giac duy nh4t, tit nhién c6 bacanh,
ba dinh v m¢t mit. B3i v¢i mang hoantoan don gian
naythiV — E 4+ E = 3 — 3 + 1 = 1. Nhung ta da bi&t,
khi tach méitam gi4e ra khdoi mang thiV — E 4 F khong
thay d6i. Tirc 1a d3i voi mang ban diu thi V -E 4+ F
phai biing 1; didu nay cling dung v&i khdi da dién da
bi cit di m¢t m¥t ma tir ddy ta dd suy ra mang ludi
phéng nay. Do do, ddi v&i khdi da dién ban diu (truoc
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khi cAt di mot mit) thi ding thoee V — E + F = 2 &
dung. Ta di hoan thanh viéc chung minh djnb
ly Ole. ‘

Nhé djnh 1y Ole ta cd th® ching minh d& dang su t3n tai
cua khédg qu{l nim ]08.i Ga dnén dtu. Giad th\.l’ mot khdi da
dién déu co F mat trong do mdi miat 1a da giac déu n — canh
va mdi dinh ¢6 r canh. Néu tinh 56 canh mot 1An theo cac
mat, mdt 1in khac theo céc dinh thi ta c6:

nF = 2E
(vi mdi canh d&u thudc v& hai mit, cho nén n6 Awgc tinh hai
lin trong tich nF)
virV=2E (3
(vl mdi canh tya vao hai d&inh). Khi 46, ddng thie Ole (1)
cho ta:

2E , 2F 1 1 1

— 4+ ~— — E=2Hay R 7
n r n r 2 E

Ta @3 ¥ rdngn > 3 va r > 3 vl mdi da gide c6 khéng it hon.

ba canh va tir mdi d&inh cé xuit phat khdng it hon ba canh.

Miat khac, n va r khéng thd d8ng théi Idn hon 3, vi ndu trai

1
lai thi v& trai clia ding thire (4) khong vuqtqué_z" ,dédng thirc

khong thé dung vé&i s6 duong E ndo. Nhu viy chi cén phii
lam sang t6 xem c6 thd thira nb4n nhirng gia tri nio cla r
ndu n = 3 va nhitng gia tri ndo clia n néon r = 3. X¢t tat ci.
cac trirdng hop c6 thd, ta s€ suy ra dugc s6 logi da dién diu.

1 1 1
Kbi n = 3, ding thitc (4) ¢6 dang — — — = —; &
r 6 E

8ay r c6 thd bing 3, 4 hofic 5 (cic gia trj 16n hon 5 cla r
1
phai loai vi = 1a 86 diong) V&i nhitng gia trj 46 cha n va
r thi E = 6, 12 hoic 30. Ta dwoc cac khéi da dién: khai tor
di¢n, khéi tam mit va khéi hai muoi mit.
1

Tuwong ty, khi r = 3 ding thire (4) c6 dang: o
n f
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— 1 suyra n=23, 4 hotc 5va E =6, 12 hosc 30. Ta
I

dugce khéi tie di¢n, khéi lap phwrong va khBi muot hai mgt.

§ 2. TINH cHAT TOPO CcUA CAC HINH

1. Cac tinh ch4t topo. Ta dd chirng minh cong thire
Jle la ding ddi voi khdi da dign don gian. Nhung cong
thirc nay van khong mit ¥ nghia khi ap dung cho
nhirng trueong hop khac tdng quat hon nhiéu: thay cho
céc khdi da dién clis hinh hgc so cdp voi cac mit la
phding va cac canh l1a dwong thing, ta co thd &y cac
«khéi da dién» don gidn ¢é6 «miit » la cic m#t cong,
€6 «canh» la nhirng dwdng cong hodc cling c¢6 thé vé
ciac «mit » va cac « canh» & trén mit cia mot hinh cdu
chdng han. Ta hioh dung b3 miit cfia khii da dién hose
cla hinh ciu drgc lAm bing mot lép cao su mong;
khi d6 cong thirc. Ole s& duwoc bio toan néu bé mit
dang xét bj bién dang bing moi cich — udn, nén,
gidn v.v... — cOt sao 1&p cao su khong bi rach. Qua vay.
<0ng thiac Ule chi dé c4p dén sd lugng dinh, canh va
mit; & day d¢ dai, dién tich, ti 83 kép, do cong v.v..,
¢iing nhu cdc khai niém khac clia hinh hoc so cdp va
hinh hoc xa &nh khong c6 vai tro gi ca.

Chiing ta dd chi ra rdng hinh hoc so c&p nghién ctru
cdc dai lrong (khodng cach, goc, dién tich) khong thay
d3i gia trj trong cac phép doi hinh va hinh hoc xa &nh
nghién ciru nhitng khai ni¢m (didm, dudng thing, quan
h¢ lién thudc, ti s8 kép) dwge bao toan trong mot lop
cac phép bi€n ddi xa &nh réng lon hon. Song, cac phép
ddi hinh cling nhr ¢4c bi€n ddi xa &nh chi 12 nhitng
treomg hop rit dic bidt ciia cac bién ddi 16ps tdng quat
hon nhidu; mot bién d8i tOp6 tir mot hinh hinh hoc A
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thanh mot hinh khac A’ dwrge dinh nghia nhu la mét
tirong wrng bt ky p <> p’ gifta c4dc diém p cia binh A
va cac di®m )° cha hinh A’ cé cée tinh chit sau day:

1. Mot—mdl (don tri hai chi®u), nghia 1A méi di€m p
ctia hinh A duoc cho twong tng v&i mét va chi mot
diém p’ clia hinh A° va nguge lai.

2. Lien tyc hai phia nghia 13, néun 13y hai didm p va
¢ cua hinh A va chuyén dong p sao cho khoang cich
gifta p va q gidm d&n vo han thi khodng cAch gifra céc
diém p’ va q° cha hinh A’ ciing gidm din vo6 han, vA
nguoc lai.

Madi tinh chdt cia hinh hinh hoc A con durge bio toan
cho hinh A’ khi A chiu m¢t bién dditépo, durore goi 14 mét
tinh chit topo clia hinh A. T6p6 1a mét nganh clia hinh
hoc, khéo sat rieng cac tinh chdt topo cia cac hinh. Ta
hdy twéng trong mot hinh nda d6 dugc sao chép lai
b&i mot ngwdi hoan toan chwa c6 kinh nghiém nhirng
rit t4n tam. Anh ta lam cong di (mot cach khong cb ¥)
cac durong thing, lam sai léch cac goc, khodng cach va
di¢n tich; nbw th& thi tuy rdng trén bin vé lai, céc
tinh ch&t métric v xa &nh clia hinh c6 thd bi thay 4di,
nhung cac tinh chit tépo van duge gilt nguyén.

Nhitng thf du trire quan nhit cda bién ddi topd la
cac phép bién dang. Ta hdy hinh dung m)t hinh nhu hinh
cdu ho¥c hinh tam giac dwgc lJam b&ng mot 1op cao su
mdng, rdi kéo ciing ra hofic bop lai bAing nhigu cach khéc
nhau nhirng khong lam rach né hoyc khong lam cho
hai di®m kbidc nhau tring nhau vé mit vat ly (viéc
lam cho hai dim khic nhau & trong trang thai trung
nhau v& mit vat ly s& vi pham digu ki¢n 1). Sy lam
rdch 16p cao su s& vi pham didu kién 2: qua viy, khi
xCt hai diém ndm & hai phia khac nhau ciia vét rach,
ta thdly khoang cach giita ching Iic diu c6 th& v6 cing
nhoé nbung saa khi rach d& khong con nhur th& nira).
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fl. 123. Cac myt tuong duong tépd

Hinh & trang thai cudi cung (sau cac thao tac da chi
ra & trén) s twrong rng topd voi hinh & trang thai
ban diu. Tam gidc c6 th® bién dang thanh mot tam
giac khac ho#c m¢t duirng tron, ho¥c mot elip; vi thé
cac hinh dd néu s& co cac tinh chidt topo gidng nhau.
Nhurng, khong thd bién dang hinh tréon thanh doan
thing bhodc mit cdu thanh mit xung quanh caa
hinh try.

Song, khai ni¢m tdng quat vé bi&n dodi topd con rong
hon khai niém bi&€n dang. Chng han, n&u hinh bj cit
trrde khi bién dang
va sau khi bién dang.
duoc dan lai theo
duong cdt do thi rat
cuc ta ciing c6 mét
bi&n ddi topd nao do
cia hinh ban dau,

H. 124 Cic. mit khong tzong  tUY rdng bién dbi nay

dwrong tdpd c6 thé khong phai la

mot bign dang. Chéing

han, hai duong cong bidu thi trén H. 123 13 tuwong

dwrong topd v&i nhau va méi dwong d&u twong dwong

voi dwong tron bdi vl ta c6 th® cit ching rdi dem

cuén va dan lai. Nhwng n€u khong cit ra thi khong thé

bién dang dudong cong nay thanh dwong cong kia
durgec.
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Cac tinh chét topd clia cac binh (giSng nhu tinh chit
cho trong dinh ly Ole ho#c cac tinh chdt khac s€ dugc
xét dén duéi day) da dugc chi y nhidu nhit trong
nhidu cong trinh nghién ciwu toan hoc. VO&i mot ¥y
nghia nh#t dinh thi d6 1a nhirng tinh chdt hinh hoc
sAu xa nhdt, co ban nhit vi ching dugce bdo toan ngay
ca trong nhitng bin ddi « sdu séc » nhit,

H.125. Mién don lién va da lién H. 126. Sau khi cit,

mién nhj lién thanh
mién don lién

2. Tinh ch4t lien thong. D& c6 moét thi du v& cac
hinh khong twong dwong tépd, ta s& xét hai mié&n
phiing bidu thi trén H. 125. Hinh thi nhidt gdm céac
didm & bén trong moét hinh tron; hinh thir hai gdm
tt cd cac di€m ndm & gifra hai dwong tron ddng tam.
Mot dirong cong kin b3t ky ndm trong midn a cé thd
bién dang lién tuc ho#c «bi nén» thanh mét didm
nhung khéng vugt ra khoi mién dé. M6t mién c¢6 tinh
chiat nhu th& duoc goi la mién don lien. Midn b la
khong don lién. Thi dy, mot dwdrng tron dong tam voi
hai dirong.tron bién va ndm & gifra chung, khong th
nén lai thainh moét didm ma khong vurrot ra ngoai misn
nay, b&i vi trong khi bi€n dang, duong cong s& phai di
qua.tdm chung cuia céc hinh tron ma di®m niy khoéng
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thuoc vao mién dang xét. Mién khoéng don lién duge
goi la mién «da lién». N&u ta cit mét mién nhi lién b
doc theo mot ban kinh nhw d& chi trép H. 126 thi
mi&n thu dirgc s& 14 nién don lién.

No6i chung, c6 th& tao nén ciac mi&n co hai, ba hodc
nhiéu « 1§ » hon. Miéa ¢6 hai 18 diroc vé trén hinh 127,
mudn bién n6 thanh mién
don lien chi cin cit &
bai ch8. N&éu phai cit n
ch8 (khéng chéng chéo
14n nhaun) tir bien nay dén
bien kia d& bién mot
mién da lién cho trudc
thanh mién don lién thi
ta noi rdng mién dé co

H.127. Giim mign tam len bdc lién thong n. Bac lién

thong clia mét mi¥n phing
chinhla mot bit bidn tdp6 quan trong cua midn do.

§3. CAC THi DU KHAC VE B]|NH LY TOPO

1. Dinh ly Jordan v® duéong cong kin. Trén mit
phiing c6 mot duong cong kin (khéng tir cit & moi
noi). Ta s& xét xem tinb ch&t nao ciia hinh dwoe bao
toan trong trrong hop mit phidng chiu mot bi&n dang
tiy ¢ nhw di 1am d8i voi lop cao su mdng. Do dai cia
duong cong hoic dién tich phin mit phing ma né gidi
han s& khong dugc bdo toan trong cic bién dang.
Nhirng cZa hinh dang xét c6 mot tinh chit topo don
gian dén néi ta cho 1a tim thwong, Mgt duong cong
kin C don gidn & trén mat phdng sé chia mdt phdng ra
diing hai mién, mién trong va mién ngodi. No6i chinh
xic hon, ta khing dinh nhwr sau: cac didm cia mjt
phng dirge chia lam hai 1op —16p A (cac diém ngoai)
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va lop B (cac didm trong) —sao cho co thé ndi mot
cip diém b&t ky thuoc vao cung mot l1op bing mot
duong cong khong cit C, trong khi dé thi moi duwong
cong ndi hai didm tay y thudc hai lop khac nhau nhat
dinh phai cét C, Diéu khi3ng dinh nay la hoan toan
hidn nhién d8i voi deong tron hodc elip chidng han;
nhung dd kho hinh dung hon d&i voi m¢t duwdong cong
phirc tap nhu hinh dang cu ky clia da giac v& trén 11,128

Pinh ly nay da
duwoc Kamil Jor-
dan phat bilu diu
tién (1838 — 1922)
trong « Cours d’
analyse» nbdi
ti€éng ma qua do,
cd moét th€ hé cac
nha toan hoc da
1Tnh hdi duoc mét
quan niém hi¢n
dai v& sir chit ché
toan hoc. Chirng

H. 128. Nhirng didm nao nim & trong minh ciia Jordan
da giic nay khong ngin gon,

khong don gian

vé mit tr twdng, nhung didu rit la 1a ching minh
nay chra hoidn tit, con phadi gia cong nhidu nira
méi bu ddp droe nhitng thi€u sét ciia no6. Nhirng
chirng minh chiit ch& diu tién cha dinh 1y Jordan la
rit phirc tap va khé hidu ddi véi ca nhirng ngudi co
trinh d¢ toan hoc t8t. Nhitng chirng minh twong ddi
don giin mii gin ddy moi dwoe nghi ra. Mgt trong

« Gido trinh giai tich» (tiéng Phap) — ND.
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nhirng tré njai la tinh khai ‘quat cao clia khai nié¢m
duong cong «don gian d6ng kin», né rong hon rait
nhi€u so voi khai ni¢m da gidc ho¥c dirérng cong
«tron». Theo dinh nghia thi «dudong cong don gian
dong kin» 1A m¢t duong cong bit ky twong duong
topd voi dwong tron. M#t khac, trrdc tidn cin co
nhirng dinh nghTa logic cho nhGng thuit ngix nhwr
«bén trong» ho¥c «bén ngoai» thi moi c6 duwoc mot
chirng minh ch#t ch&. Vié¢c phan tich nhitng quan h¢
va khdi niém nay sinh ra trong m3i lién heé d6 la
nhiém vy ly thuy&t c6 y nghia quan trong bic nhit
ma topd hién dai cé trich nhi¢m cha y&u trong viée
thyc hién nhiém vy nay, Song, ciing cin lueu y ridng
khi nghién ciru céc hién tugng cu th& trong 1Tnh
vire hinh hoc, ta dd dua vao khong dung chd cac khai
ni¢m ma tinh khai quat v han clia ching di tao nén
nhitng tré ngai khong cidn thigt. Ching han, néu tr&
Iai dinh ly Jordan thi ddi vo&i truong hgp cac duwdny
cong «tir truyén ddng t8t» — thi du nhu d48i véi cac
da giac ho¥c d6i voi cac duong cong co ti€p tuyén
bi&n thién lién tuc (chi gip trong cac bai toan quan
trong nh3t) — thi chirng minh dinh ly dwrge ti€én hanh
rit don gian. Ta sé néu chirng minh cho trudng hop
da giac & phin phu luc cia chrong nay.

2. Bai toin bon maun. Qua dinh 1y Jordan vira x¢ét &
trén, c6 thé nghi rding top6 nghién ciru viéc chirng
minh chit ché cho nhirng chadn ly ma khéng mét ngudi
khén ngoan nado cé thé nghi ngd. Nhung khéng phai
hoan toan nhu vdy: c6 nhi€u vdn dé co6 tinh ehit topo
duge phat biéu cyge ky don gidn ma trye giac lai khong
thé gidi dap dugc diy du. Co thé I8y «bai toan bdn
mau » ndi ti€ng 1am thi du,

Khi t6 mau moét ban d6 dia ly, nguoi ta thudng co
ging phan phdi mau giira cac nudc sao cho hai nuwéc
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c6 bién gioi chung dugc to mau
khac nhau. Bing thirc nghi¢m da
thdy ring mot ban d6 bdt ky du
c6 bao nhiéu nwoc, du cac nuwrde
dugc sip x€p nhur thé nao, ciing
c6 thé td dugc theo qui tac trén
voi khong qua bdén mau. D&
chirng td v&i s8 mau it hon thi
chua du. H. 129 bidu dién m6t hon
déo gifra bidn khoi; n6 khong thé
t6 duge voi sé6 mau it bon bdn,

. 120. T mau bdi vi trén né c6 bdn nwéc, moi
bin @3 nudc ti€p giap voi cd ba nwrée
con lai.

Su kién cho d&n nay con chira tim th3y bin d5 nao
ciin phai t6 dén qua bdn mau, goi cho ta sir ding dén
ciia dinh ly: Trong mol sy phén chia tiy g mat phdng
thanh nhitng mién khéng pha lén nhau hoan toan hogc
phtt lén nhau mét phin, bao gic cing c6 the ddnh dau
cGc mién do6 bdng cdc chit s6 1, 2, 3, 4 sao cho cdc mién
« k& nhau» dugc ddanh dau boi cde chit s6 khdc nhau-
Nhirng mién «k& nhau» 1A nhitng mién c6 mét doan
bién chung: hai mién chi c6 mét di¢m chung (hoic
tham chi ¢6 mot s8 hitu ban dim chung) nhurr K6loradd
vA Arizona chiing han s& khong goi 12 « k& nhau», vi s&
khéng cé sir lim 14n hogc bit tién nao, n&u té cac nuoc
46 bdi cung m¢t mau.

C6 co s& dé cho ring bai toan b¥n mau di dugec
Midbiux néu ra diu tién pdm 1840, Sau d6 Morgan
(nim 1850) va Keli (nim 1878) dd phat bidu bai toan
niy. « Chirng minh» cia n6é da dugc Kempé tim ra
nim 1879, nhung Khivut d3 tim ra chdé sai trong
14p luan clia Kempé vao niim 1890. Xem k¥ chirng minh
cua Kempé, Khivut 43 phat hién thdy nam mau la luén
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Iuén di (chirng minh dinh ly nim man s& duge néu
trong phu luc chrong nay). Cho dén nay, tinh hinh vAn
co ban khdng thay ddi, ddu riing co s c¢8 ging cua
nhiéu nha toan hoc 13i lac. Dd chitng mink dirgc nim
mau la did cho moi bin d6 vA gid thiét ring bdn maiu
ciing da. Nhung, ciing nhir tredng hop cia dinh 1y
Fecma nodi ti€ng, khi chra ¢6 chitng minh hojc mét
phén thi du nao dugec thira nhAn thi gia thuy&t nay vin
con 14 mot trong nhikng bai toan « lon » chua gidi dge.
Ngoai ra, ta lru y riin3y bai toAn bBn maun di duwoge
chirng minh 13 ding cho nhirng trwong hop dic biét
khi s8 mi&n khong viot qua ba muoi tdm. Tir d6 thiy
r6 rdng néu dinh ly khong ding trong treéng hop tdng
quat thi phén thi du s& khong thé qua don gian.

Trong bai toan b3n mau dang xét, ta gia thigt bin
dd duoc vé tran mit phing ho¥c trén mit cin. Hai
trrong hop nay la twong dwong. Qua vdy, moéi bian 43
cho triréc trén mit cdu d8u co6 the trai trén mit phing
n€u ta khoét mot 16 nhd bén trong mot mién A roéi
trdi phin con lai clia mjt cliu trén mit phing nhi ta
da lam khi chirng minh dinh 1y Ole. O tréa mit phing,
bén 46 thu dugc s& 1a ¢hon ddo » gdm t4t ca cac mién
khdng bi khoét di va «bi€n» chi gdm c6 mi&n A. Mijt
khac néu thirc hién toan by qui trinh a6 theo thir tie
nguoc lai, ta c6 the bién mdt bdn 438 phing bit ky
thanh mdt ban dd trén mit ciu. Hon nita, béi vi cde
bi€n dang clia cAc mién va cac bién clia ching khéng
¢6 &nh hudng dé€n bai todn cla chiing ta, cho nén cé
thd gid thiét ring bién clia méi min 13 mot da giac
don gian déng kin gdm cac cung hish trdn lon. Nhung,
mot bai toin ¢ dd dwgce didu chinh» nhurr viy ma vin
khéng gidi dwoc, & day, sir kho khin (khéac véi dinh Iy
Jordan) khong phu thudc vao tinh khai quat cha cac
khai ni¢m mién va dudng cong. Nhan bhai toan bdn mau,
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ta Iru v mot tinh hinh d§c bidt 13, d&i voi mot so mit
loai phirc tap hon mit phing hodc mit cdu thi cac
dinh ly twong trng lai di dwgc thyc sy chirng minh.
Biéu nay c6 vé vo ly. Viéc phan tich cac mit phirc tap
hon (v& phirong dién hinh hec) lai dé dang hon so voi
cic mit don gian! Thi dy, nguoi ta dd xac nhdn rdng
ddi v&i mit xuyén c6 hinh «banh vong» (xem H.123)
thi moi ban 45 v& trén do dBu c6 thd to dugc bing bay
mau; mit khac, c6 th® hinh dung & trén d6 nhikng bin
d5 gdm biy mi&n sao cho mdi mién ti€p giap voi sau
mién con lai.

Z. Khai ni¢gm thi nguyén. Khai niém «s8 chidu ® hojc
«1 7 nguyén?® khong gay tr& ngai gl dic biét khi ta d8 cap
dé;. nhirng hinh hinh hoc don gidn nhu didm, dwong, tam gide
hoao da giac. Mot didm riéng biét hoyc mot tip hep ditm bit
ky cé thit nguyén O; mét doan thing cé thi nguyén 1; mat
tam gidc hoic mit ciu c6 thie nguyén 2. Tap hop 14t cd cac
4im cla hinh 12p phuong c6 thu nguyén 3. Song, néu muén
m& rOng khai niém thi nguyén cho nhirng tip hop di¥m loai
t3ng quat hon thi cin c6 mot djinh nghia chinh xac. Ching
han, phdi gan cho tap hop R, gdm -cac @idm trén truc x ma
toa d¢ x cla ching 1a nhirng s8 hiru tl, tha nguyén nao? Tap
hop cac didm hiru ti trén tryc x tra mat khip noi, vi th€ co
1 nfn gan cho né thir nguyén | xem nhuw mdt doan cha dudng
thing. Mit khéc, gita hai 41%m hiru ti bit ky tdn tai mét
«18 ® vo ti gidng nhwr giira hai 4i¥m bat ky chia mot tap hop hiru
h3n, vay thi lgi thiy nén gan cho né thir nguyén O! Déi veoi
thi nguyén cla cac tap hep ky la do Kantor khao sat lin diu
tién thi vdn @2 con phic tap hon. Tir doan don vi O < x <1
ta thch ra moét ph3n ba & gita (mdt khodng) tirc 12 tach ra

. . . 1 2
tat ¢ nhirng didm x thda min bit ding thie — < x << —3 .
3

Ta bitu thi tip hgp didm cén lai 1a C;. Tap hop Ci gdm co
hai doan; bay gi® ta tach khdi mdi doan mot phin ba & giira
clia n6 va bidu thi tdp h¢p cén lai 1a Cae Lip lai qui trinh
nay mét lin nira bing cach tach ra & ci bdn doan thing cic
mét phin ba & gitra cla ching. ta duwgc C3. Lam tiép nhu vy

166



ta duge G4, Cs, Cgs +-. Ta bidu thi C 12 tdp hgp didm cén lai
sau khi 7 tach ra tat ci cac phiin ba & gira; néi cach khae,
C 14 mét tap bop diém ddng théi thude vao tat ca cac tip hop
Ci. Cz, C3, «. Trong thao tic d3u thi mét khoang dai

i
Ti duge tach ra; trong thao tac thir bai thi hai khoing méi

R 1 - P
khoing dai — dwge tach ra, v.v..., tdng 40 dai tat ca cac
3

khoing d3 tach ra bing:
1 1 i 2
1.—+2.—+ 22.—1;-5- =-i-(1 +i+(1) +)
3 3 3 3 3 3
Chudi vo6 hgn & tromg ngolic la mdt efp s6 nhan, tdng cla

. 1
né bing — = 3; nhu viy, tdng d0 dai cac doan 4#
1 —_— —
3

ify @ 1a 1. Nhung khéng phdi mei didm clia doan thing d3 bj
tach di : tap hop C lb khong rdag. Chding han, mei didm maut
cla nhirng doan di bj l4y di:

1 2 1 2 7 8

3379 9 9 9"
@3u . thugc vao C. C6 th® ching minh d& dang C chira tdtcd
cac s6 X ma phan tich clia ching ¢6 dang:

x= S BB g phmg
2 3 3
trong dé mol a, 14 0
hofic 2; concac:d a,
trong phantich tirong
ty cha méi didm a@a _

tach di, a2u bing 1.
Tap hop C cé thu

rcguyén nhir thé nado? ___

C6 tht cidi Lién qua

trinh diréng chéo nhé

46 ta d3 chirng minh . oo~ . oo.. o o —

tinh kh6ng dém dwrge

cia tip hop cac sé

thyc, d3 cling thu veww...ovwwsoooiannas W ek
duoe két qua nhir vy
chotap hop C. Do do, H. 130. Tap hop Kantor
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tét nbien phil k&t luan t3p bop G cétht nguyén 1. Mit khic,
C khdng chira m¢t doan nao dd nho nhat gi6ng nhur mét tap
hop hitu han bat ky. gidu nay lam cho € gin vei cac tip
hop oo thie nguyén 0. Ciing nhw vy, néu tt mdt didm hiru ti
ho#c tir moi ditm cha tap h¢p Kantor trong mit phﬁng X, y ta
dyng Quong vuong goc vl true x cé do dai don vi (theo hudng
duong ctia y)s ta 88 duwge cac tiap hop ma ta con nghi hoje
khong biét nén gin cho chung thi nguyén 2 bay 1.

Lin a3u tién, PoangCare (nim 1912) A3 luu y &&n su cin
thi€t phai phén tich sau sic hon nira va &inh nghia chinh xac
hon nira khai niém thir nguyén. PoXingCaré d3 nhan thiy ring
mot dudng tbing hoic mét dwdng cong cb thir nguydn 1, bdi
vl ¢6 th® tach hal didm b#t ky trén d6 bing céch 14y 8i mét
@im duy nhit (mOt tap hgp cb thu nguyéa 0): mit phing cling
6 thir nguyén 2 véi 1y do d& tach hai 4i¥m trén mit phing
caAn phii 14y ai todn bd mdt dudng cong kin (mot t4p hopcod
thizr nguyén 1). BiSunay din d&n mdttwtwdng cho'la thir nguyén
¢6 ban chit « qui nap®: phii gin cho mdt « khong gian”nlo
46 thir nguyén n néu haf 8im cla né dugc gian cich nhau
khi 14y @i mOt tap con cac didm ¢6 thir nguyén n — 1 (nhung
ndu 14y di mdt tap con thir nguyén nhd honthichua di). That
ra, 8jnh nghia qui nap logi nay 43 c6 in tang trong ¢ Khé&i
diu » ciia Oclid, trong 86 hinh mdt — chidu duwge dinh nghia
12 mOt cai gi d6 ma bién ciia nd chi gém nhitng didm; binh
haichitu la mdt cii gl d6 ma bién cia n6 gdm nhingduong;
hinh ba-chidu 12 m¢t c¢ai gl 46 ma bitn clia nd gdm che mit.

Nhitng nam gin diy, mét ly thuy&t phong phu da duoc
phat tri¥n — ly thuydt thi nguyén. Binh nghia tha nguyén
dugc bit diu bing viéc gidi thich y nghfa cla thuat ngi
«tap hop didm c¢6 thie nguyén O». MOt t4p hop didm hitu
han bit ky c6 tinh chat la méi didm clia né du cé thE bao
ham trong mot mign khong gian tdy y nhé va khong co cée
didm cla tap hgp & trén bién cha midn. Tinh chét nay duec
thira nhan lam dinh nghia clia thir nguyén O. P& cho tién, ta
qui uvéc ring mdt tdp hop rdng c6 thie ngnyén—1. Nhu viy
thl m¢t tap hop S s€ c6 thit nguyén O néu né khong c6 the
nguyén =1 (tirc 1a n&u S c6 it nhit mét didm) va ndu mdi didm
cua S-d2u c6 th® bao ham dwge trong mot midn nhd tiy ¥ ma
bién clia n6 c4t S theo mét tap hgp thr nguyen —1 (tic la
hoan toan khdng chiza didm ndo cla S). Ching han, tjp hop
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cic diém hLiru tI trén dudng thing co thd nguyén O bdi vi
mdi didm hiru t} co th® coi nhiw taim cia mot khoiang nhd
tiy ¥ e¢6 cic mut vé ti. TAp hop Kanto C ciing c6 thir nguvén
O, bdi vi nd Quoe tao nén bing cach iy di mét tap hop diém
tru mat khip noi trén dudag thing, twong {u nhir tap hop
ditm hiru ti.

Nhir vay, ta 44 dinh nghia khai niém «thir nguyén — 1% va
“thi nguyén O». Biy gio sé hidu dwgc dé dang, thd nio la
«thr nguyén 1%: ta noéi tap hgp S c6 «thir nguyén 1» néu nd
khdng phai 12 thir pguyén—1 va thié¢ nguyan O va néu mbi did¢m
clia S d&u c6 thd bao ham trong mét midn nhd tuy ¥ ma bidn
ciia n6 cit S theo mot tap hop thie nguyén O. Mot doan thing
s€ c6 tinh chdt nhr thé b&i vl bién clla mdi khoang 1a mét cip
didm tuc 12 mottap hop thir nguyen O theo dinh nghia truoc.
Tié¢p tuec nhw vay, ta ¢c6 thé dinh nghia tiép th& nao la thi
nguyén 2, ther nguyén 3 v.v... trong @6 mdi dinh nghia sau
dura vao dinh nghia truée né.

Nhwr vay, ta noéi ring tap hop S c6 thi nguyén n, néu néd
khdng ¢6 thir nguyén nhd hon va ndu mdi didm cia S c6 thd
bao ham duwgc trong mét midn nhd tay ¥ ma bidn ela né cht
S theo mét tap hop thir nguyén n—1. Thi du, mat phéng c6
thr nguyén 2 b&i vl mot diém bat ky clia mit phiing c6 thd
bao hami dugc trong moét hinh (ron ban kinh nhd tuy y ma
bién clla n6é co thir nguyén 1°. Khong th& comot tap hop dilm
nao c¢6 thir nguyén lén hon 3 trong khéng gian thdéng thudng,
b&i vi mot didm bit k¥ clla khong gian la tdm clla mét hinh
cdu nhd tay y mi bién clia né c6 thir nguyén 2. Song, trong
toan hoc hién dai thuat ngir «khdng gian® dugc dung voi
nghia tdng quat hon; né bidu thi mft hé thong tuy y cac sy
val, trong hé thdng 46 c6 dwa vao khii niém e khoing cach»

" Pigu d3 noi khong c6 nghia 13 cbirng minh cho mit
phdag c6 thiz nguyén 2 (theo dinh nghia) clia ching ta da k&t
thic: c6n phdi chirng minh bién cla hinh tron (dwdng troén)
¢6 thir nguyén 1 va bin thin mat phing khéngco tht nguyén
0 va 1. C6 thé chirng minh nbirng kbing djnh d6 cing nhu
nbirng khing dinh tuong tu cho cac thu nguyén bac cao. Moi
1ap juan truédc A6 chirng t5 dinh nghia t8ng quat da néu dtrén
khong mau thulin véi ¥ nghia thdng thudng.
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bodc “lan cin®; nhing « khong gian® triru tugng logi aay cé
the co thir nguyén 16n hon 3. Khéng gian Bécac n-chizu la mot
thi du don gidn, «dim» cla né la mét hé n s& thye ldy
theo modtl the ty xac dinh:

P = (xy» X2/ «1op Xp)y

Q = (y1v y2. o5 ¥g)s

C6 tht chirng minh ring khdng gian ndy €6 thit nguyén n.
MOt khong gian khoag co thé nguyén n, dia n lon dén dlu,
duge got 12 khong gian c6 thi nguyén vO han. Ta da biét
nhidu thi du vé nhirng khdng gian nhu vay.

Trong 1y thuvét thir nguyén. ta di chitng minh duge mét
tinh chit cwe ky 1y tha cla cac hinh hai thue nguyén. ba tha
nguyén va né6i chung n th nguyén. Ta bit ddu tu trurdng
hop hai th nguyén. Néu mét hinh haithir nguyen (chi2u) don
gidn n3o @6 dugc phan thanh nhitng «6» da nhd (gid thiét
rdng md1 6 chira ci bi&n clia né), thi 14t phiitim duge nhirng
didm it nhdt¢ thude vé cd ba 6 di hinh dang cdcé déd chon nhuw
th& nao. Pdng thél, c6 nhitng sy phin chia cac hinb thanh &
820 cho khéng ¢6 mdt ditm nio cia hinh thudc vao qud ba 6.
Ching han, néu hinh hai th¢ nguyén dang xét la hinh vudng
(H.131) thi 14t phii c6 nhitng di®m
thudc vaoca ba 6 1, 2, 3 nhurng
1 T 1 T voi cach phin chia nhu 4% chl

trén hinh v& thl s& khdng c6 didm
] I nao thude qua ba 6. Hoan toan
7
|

]

nhu vAy, trong khdng gian ba

7 chiu, ta c6 th? chizng minh néu

2
I l [ i mt vat thé nao a6 dugc phan

T T chia thinh nhirng 6 kha nhd thi
I [ 1 8% c6 nhitng didmw thudc vio it
L ] ] ] nhit bdn o, d3ng théi coé thE chon

ra nhirng cach phan chia d& khdng
H. 131. Binh 1y v2 sy pha 0 didm naéo thudc vao qui
bén 9.

T4t ca nhitng didu 46 dio ta d%n djnh ly sau diy, do
A.Lobeg va Braue phat bidu: Néu mét hinh n — chidu duwge
phdn chia thanh nhitng 8 khd nhd thi tdt sé c6 nhitng didm cta
hinh thugc vdo it nhdt n + 1 6; ddng 1hdi cé th? chl ra nhitng
cdch phdn chia sao cho khong ¢6 di¥m nao céa hinh thuéc v
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qud n + 1 6. Pinh 1y nay dic trirng cho thi nguyéncla hinh
dang xét: moi hinh mia djnh 1§ duge nghidm dung la hiob
n - chiku, nhitog hinh khic s& ¢6 the nguyetn khac n. Vi 1y
do d6 mi dinh Iy vira néu c6 thé duge chon lam dinh ngbia
th nguyen (nhur mot s8 tac gid da Tam)

Thir nguyén clia mdt hinh thude vio sd ciac tinh chdt topd
clia hinh d6 : hai hinh cé s chiu khae nhau khong thE twong
duwong véi nhau v& mat tépd. Trong vin 3d& nay, c6 hao him
mét dinh ly dfc biét v& “tinh bt bién clia thir nguyén?:
mudn danh gia dung n6, ¢in nhé lai mot dinh ly kbhac néi
ring tap hop cac di¥m clia binb vudng c6 cing luc lugng voi
tap hop cac 8idm cla mot doan thing). Sy tuong .ung giita
cac di¥m duge xac 1ap trong ching minh dinh 1y nay khdng phal
13 tuong ng topd bdi vi yéu ciu v& tinh lién tue bj vi pham.

4. Pinh Iy vé diem b4t dong. Dinh Iy vé€ «di€ém bét
ddng» cé6 vai trd quan trong trong nhirng trng dung
clia topd vao cac nganh toan hoc khac. Binh ly Braue
trinh bay duéi dayla mot thi du dién hinh, V& mat triee
gidc no kém « hi&n nhién » hon cic dinh ly topo khac.

Ta xét mét dia tron & trén mit phing. Ta hidu d6
la phén trong ciia mél hinh tron ndo d6 ciang véi bién
cua né (dudng tron). Ta gia thi&t toan b dTa chiu mét
bi&n 45i lién tuc nao do (khéng bit budc pbai la bién
ddi mot — mot), trong d6 méi diém cia dia vdn con la
mot didm ciia dia tuy rdng
c6 thay ddi vi tri. Chdng
han, n€u hinh dung dta lam

- /
b#ing cao su mong, ta cé
th® bop, kéo cing, udn,
bé gap — noi tom lai co . \
thé bién dang tuy y cdt \“, /
sao0 cac didm cia dia khéng \

vuot ra ngoai vi tri ban
diu cha no. Con c6 thd
hinh dung m¢t chit 16ng H. 132. Cac vecto bién d3i.
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dé trong c6c duge chuyén dong thé nao d6, sao cho
cac phin t&r & trén b& it thoang vin & trén bé mit
d6 trong sudt th&i gian chuyén dong; khi do, tai
moéi thoi dim xac dinh, wi tri clla cac phin tr trén
mit thoang s& xAc dinh mét bién doi licn tuc nao
d6 cia sg phan b3 chung lic ban dau. Dinh ly
Braue kh&ng dinh: M4i bién ddi lién tuc loai nay giir
lai it nhat mét diem bdt déng; néi cach khac, cé it nhit
mét didm ma vj tri cla n6 sau bi&n ddi s& trang voi
vi tri cia né truoc bién ddi (trong thi du chit I6ng thi
cac di®m b&t dong phu thudc vao thoi didm da chon;
diic biét, néu chuy@n ddng la quay tron don gidn thi
tai moi thoi di8m, didm bit dong s& 1a tAm). Chirng
minh sir t6n fai diém bit dong trinh bay sau day la
mot thi dy rdt dién hinh v& l4p luidn thwong dung
trong tdpo.

Xét d7a trréc va sau khi bi€n ddi va gid thir rdng
khong tdn tai diém bAt ddng nao, tirc la sau bién ddi
mot diém bAt ky cia dia s& thanh mot diém khdc cha
dia. Ta cho irng v&i mdi di€m P cia dia & vj tri ban
diu cla né, mot miii tén hoic « mot vecto bi&n ddi»
PP’, trong d6 P’ 12 didm ma P chuyén d&n sau bi&n ddi.
Tiemdi diém ctia dTa déu ¢6 mot mili tén nhwr vay boi vi
moi diém chia dia déu chuy®n ddng. Bav gio ta xét moi
diém cia dudng tron bién cung vai cac vecto bign ddi
twong rng., TAt cd cac vecto nay déu hudng vé phia
trong clia hinh tron, b&i vi theo gia thiét khong cé6 didm
nao vuot ra ngoai gi¢i han ciia dia. Ta bat ddu tir mot
dim P ndo d6 ndm trén dudng tron bién va di doc
duong tron d6 theo nguoce chiéu kim dong hd. Khi dé
hwéng clia vecto bién ddi s& thay ddi, b&i vi nhirng didm
khéc nhau ciia bién s& trong trng voi cac vecto do (sau
khi tinh ti&n, chung song song) xu#t phat tir cing mét
di&m nao d6 cia mit pbing (H. 133). Dé nh4én thiy

172



rdng khi ta di m¢t lin khip hinh tron tir didm P; dén
di®m P; thi vecto trong ttng s& quay v vi tri ban diu
sau mdt loat phép quay. S8 cac vong quay ddy da ma
vecto clia ta dé thirc hién dirgre goi 1a chi s clia duwong
tron bién dang xét. Noi chin# xac hon, ta dinh nghia
chi a3 1a tdng dai 83 cdc bi&€n thién khic nhau & trong
goc cha cic vecto, voi qui wéc rdng moi phép quay

H. 133. B¢ chirng minh djnh 1y Braue

riéng theo chidu kim ddng ho dwrge viét ddu (—), nguge
chidu kim d0ng hd dwege vidt dfu (+). Chi so la két
qua tdng cdng, bing mot trong cac s6 0, + 1, £ 2,
+ 3,... twong tng voi cac phép quay tdng cong O,
* 3600, + 7209,... Bay gio ta khdng dinh rdng chi s
cia dudng tron bién bing don vi, tirc 1a phép quay
tdng cdng clia vecto bién ddi tao nén mot vong diy di
theo hwrong duong. Truwde hét, ta nhiic lai mét lan nita
rdng vecto bi&n ddi c6 géc & mot diém clia dudng tron
bién t4t phai hwéng vao phia trong hinh trén ma khong
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huéng theo ti€p tuy&n. N&u gid thir phép quay tong
cdng clia vecte bi€n d8i khac voi phép quay tdng
cong cla vécto tiép tuyén (phép quay nay dung
bing 360° b&i vi vecto tiép tuyén tdt nhién phai quay
mot vong diy di) thl hi¢u gifa cac phép quay tdng
ejng clia vecto ti€p tuydn va vecto bién ddi sé bling
bdi clia 3600, nhurng khong bing 0. Do do, khi di vong
quanh hinh tron thi vecto bi€n dbi it nh&t phai quay
mot vong diy di xung quanh vecto ti&p tuyén: vici
hai vecto déu bi€n ddi lien tuc cho nén tai mot diém
nao dé clia dudong tron thi hwdng ciia hai vecto phal
bing nhau, Nhung nhu ta da thdy, didu nay khong the
xdy ra duoe.

Bay gio ta xét mft dwdng tron ddng tAm véi bién clia
dfa ¢6 ban kinh nho hon v ciing xét nhirng vecto bién
ddi trong rng. B3i voi dudong tron mai nay thi chi s3
t&t nhién ciing bing don vi. Thye vAy, khi chuyén tir
durryng tron bién sang duong tron méi thl chi 6 phéi
thay d6i lién tuc b&i vi hwéng clia bén than cac vecto
bi&n ddi ciing thay ddi lién tuc, Nhirng, chi ¢6 thé nh4n
nhirng gia tri nguyén lam chi s8, vi th& n6 phai biing
don vi; qua vdy, viéc chuy®n tr don vi d&n mot sd
nguvén bat ky khac budc phai c6 mjt budc nhiy, tirc
la tinh lién tuc bi x6a bd (moét l4p ludn toan hoc rit
dién hinh: moét dai lugng bién thién lién tyc nbhung
chi nb4n gia tri nguyén thi dai lwong dé khong ddi).
Vay ta c6 th& tim dirgc mét duwdrng tron nhd tuy y ddng
tam v&i duong tron bién ma chi sd bing don vi. Nhung
didu nay khong thé c6 duge, bdi vl tinh lién tuc caa
bi&n ddi, cac vecto bi€n ddi & trong mot hinh tron du
nhé phai khac rét it so v&i vecto & tam cla hinh. Boi
vdy khi di vong quanh hinh trén thi m¢t vecto nbur vay
co th® c6 mot phép quay tdng cong nhd hon 10° ching
han, néu ban kinh cia dwdng tréon di nho, Nhung nhwr
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th& thi chi s§ cla hinh tron nay (phai.la s8 nguyén)
khong thé khac 0. Mau thudn phat hign duwgc chirng to
gla thi€t v& sy khong c6 di€in bit dong trong cac bién
ddi phai bj loai. Nhu vay, dinhly dd duge chirng minh.

Binh ly v& cac did8m bit dong khong nhirng chi dung
ddi voi dfa tron ma tdt nhién con dung voi tam giac,
v&i hinh vadng va véi mei hinh la bi&n ddi cda dia
trén qua bién ddi tépd. Thire vAy, néu mét hinh A nao
do, 1a bi€n ddi clia mét dia tron qua mot bién ddi nhwr
thé, co thé bi€n ddi thanh chinh né ma khéng c6 didém
bdt ddng thi bin than noé da xac dinh mot bi&n d3i topo
cia dia tron thanh chinh né ma khéng c6 diém b4t déng.
Bigu nay khong th& x3y ra. Binh Iy con dugc md rong
cho cac hinh ba chi®u — hinh cdu ho#c hinh lap
phuong — tuy rdng viéc chirng minh khéng don gian.

Mic du dinh ly Braue v& cac @i®m bat adng trong hinh
trdm, vé trgc giac, khdng phai la hoan toanhi®n nhién, nhirng
d& thiy riing né 1a h¢ qui tryc tiép cda mét djnh 1y kha hidn
nhién sau: Khéng thé dnh xa dia trén vdo didng trén bién
ciia né sao cho moi di¥m cia duwéng tron ndy la bit dfng. Ta
sé ching minb sy tdn tai moOt anh xa lién tuc khoéng c¢6 di€ém
bit ddng clia hinh trén vao chinh n6 nhung lai mau thuin véi
dinh ly vwra néu. Ta gid thiét cé ton tai mot bién adi lien tuc
loai 86 P« P’. Nhr vy, v&i mdi didm P clla dia ta vé mot
vecto v&i gdc 1a @idm P’, i qua P va két thuc & di¥m P 1
chd né cit duong tron bién. Luc @6, bién 4di PP* s& 1a mot
anh xa lién tyec clia cd dia vho dwéng tron bién, no gitr lai
bit ddng moi diém cla durdng tron d6. Ta sé bac bd didu nay.
Cé the dung lap ludn tuong ty @2 chirng minh dinh 1y Braue
d6i v&ri hinh ciu va hinh 1ap phuong

Mit khae, ciing d& thiy, ddi véi mdt s6& hinh, c6 thé co
nhitng inh xa lién tuc.1én chinh né ma khéng c6 didm bat
ﬂOng-

Thi duy, mi2n hinh vanh Kkhuyén nim gi&a hai @wéng tron
dbng tAm cé th& quay xung quanh tdm cla né mét goc hoi
cla 360%; 36 1a mot bién Adi lién tuc cla mi&n vao chinh n¢
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nhung khong c6 di¥m bat dong. Mot bidn d3i nhu th& cing
c6 thé the hién trén mot mit ciu bang cach @ng mdi ditm
<la nd voi diém dsi tam. Nhung, néu ciing ap dung phuong
phap nhu trong truéng hop cha dia tron thl ¢6 thé chung
minh duge dé dang mot bién d0i lidn tuc cha mit ciu, khong
bi¢n d6i di¥m nio thanh di€ém a8i tam cd (mdi bi&n dang nho
ching han).tit s& ¢6 ninirng didm bit djng.

Nhing dinh ly vé di8m bat d9ng k& trén cho ta mdt
phuong phap vu viét d& ching minh nhidu € djnh 1y tdn
4ai» trong nhitng linh vue khiac nhau clia toian hoc, ma dic
tinh hinh hoc clla chung thuong 12 khong hitn nhién. C6 th
1y dinh 1y PoingCaré duge 6ng phit bi€u (ma khong chirng
minh) it ldu trege khi mit (ndm 1912) lam mot thi du d%c bigt.
T dinh 1y nay tryge ti€p suy ra sir tdn tai clia vo 88 qui dao
tudin hoan trong bai toan gi&i ndi clla ba vaAt th&. PoingCare
khong 1y gidi dwoc didu dy doan cla minh. Chirng minh cla
s kién dic biét nay da duge nha toan hoc M§ G. P. Brikhof
tim ra sau do mét nim. T d6. cac phwong phap topd di
duge 4p dung thanh cdéng nhiéu lin vdo viéc nghiénciru trang
thai chit lwgng cua ciac hé ddng hoc.

5. Nat. Ta nhin th3y nhirng baitodn khé c6 tinh chét
10pod thudng nay sinh ra khi ta nghién ciru cdc nal.
Nuat duge tao thanh khi tir m¢t doanday talam nhing
vong rdi ludn cac ddu day qua nhirng vong do, sau hét
ndi cac diu day lai. Mot duong cong kinlam bing day la
m¢ot hinh hinh hoc, cactinh chdt quan trong cia n6 khong
thé thay ddi néu ta khéng budc chit hofic xofn chit
day? Nhung liéu c6 thé tim ra mot dic trung néi tai
gilip ta bing cdch nio d6 phan biét cdc dwdng cong
«c6 nut » voi nhitng dudng cong « khéng c6 nit» nhu
kidu duongtron ? Cautrd 1oi khong don gidnva viéc phan
tich vé mit toan hoc cin k& cac nut loai khac nhau
con phire tap hon. DA gip phai nhirng khé kbidn ngay
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tir nhitng buoc di diu
tién theo phurong huéong
d6. Ban doc hdy nhin vao
hai nut giéng hinh ba la
vé tren H, 134, Chung
H. 134. Ca: nat trong dwong hoan toan d6i xirng vai
topé nhung khong bién 4di ldn  phay va 14 nhirng <« 4nh

nhau durge. xa guong», ching tuong
dwong téps nhung khong toan ding voi nhau. Ny
ra bai todn: c6 th® bi&n dang mot nat nay thanh mot
nit khic nhd mot phép doi hinh liégn tuc hay khén-g?
Cau tra loi 1a phii dinh, chirng minh doi hoi phéi ndm
duoc rit virng ki thuat topo va phai cé kién thic virot
ra khoi pham vi cudn sach nay.

§ 4. Sy PHAN LOAI cAC MAT VE PHUONG DIEN TOPO

1. Logi mat. Nhidu
vdén d& don gian,
kha quan trong di
dugc lam sang té
trong khi nghién
cru cdc mit hai
chidu. Cbhdng han, ta
30 saph mit cdu voi
mit xuy&n. Nhin vdo H. 185. Cac lit cAt trén mit cdu
H. 135 c6 th& phat vk mit xuyén.
hién ngay nhirng nét .
khac biét: trén mit chu cling nhir trén mit phiing, mdt
dudng cong kin C chia m#t thanh hai - phén, nhung
trén m#t xuy&n, tdn tai nhitng dudng cong kin nhu
thé (C' ch&ng han) khong chia mit thanh hai phan. Nfu
ta néi riing drdng cong C chia mit cAutbanh hai phan
thi di®u d6 c6 nghia IA khi c#t m¥t céu theo dwong
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cong C ta duoc hai manh khéng lién théong voi nhau,
ho3c noi cach khac, c6 thé tim dwge hai didm cia mit
cdu sao cho moi dirdng cong & trén mit ciu ndi hai
did@m d6 tit yéu phai ct duong cong C. Trai lai, néu
cit mit xuy&n theo durng cong C’ thi sau khi cit mit
khong bi phan chia, ta c6 th& ndi hai didm b&t ky cia
n6é bing mot duirong cong khong c6 didm chung voi C'.
Sir khéc biét vira néu ching té ring mit ciu va mit
xuyén khong phu thu¢c vao cung mét lop mit v
phuong dién topo: ¥t xuyén khong thd bi&n thanh
mijt cdu bidng topo.

Bay gio ta xét m¢t mit cé6 hai «18» duwge v8 trén
H.136. Trén mit nay, c6 th& vé& hai dudng cong kin A
va B ma khong chia mit thanh tirng phin, Trai lai, khi
vé hai duong cong nhu vay trén mit xuyén thi mit
nay bj chia thanh hai phén. Mt khac, ba duing cong
kin tuy y s& phan chia m#t c6 hai 16 thanh tirng phén.

T4t ca nhirng diéu 46 goi ¢ ta dira ra khai niém loai
clia mit; loai clla mi#t la s8 l&n nhit cac duong cong
kin don gidn khong cit nhan c6 thé vé duoc trén mit ma
khong phan chia mit thanh
tirng phin. Loai cia mitciu
bing 0, loai cla mit xuyén
béng 1, loai ciia mit v& trén
H.136 béng 2. M#t c6 p16 s& co
loai p. Loai 12 m¢t bat bi&n

4 topo cua moét mit : no6é khong
H.136. Md1 mat loat 2 thay dbi khi mit bién dang
Pio lai, c6 th® chirng minh
(ta khong néu ching minh nay & day) néu hai mitdong
kin c6 ciing mot Ioai thi m§t nay c6 thé bi&n dang thanh
mit kia; b&i vay, loai p = 0, 1, 2,... cia m{t m§t dong
kin d¥c trng hoan toan cho m¢t lop tOpd ma mit dé
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thudc vao (& day, ta chi xét nhitng mat «hai pafa»
thong thuorng). O muc 3 chwong nay ta ciing xét ca
anhirng mit e mdt phia». Thi du, m&t co hai « 16 » vir:
®ét va mit ciu cé hai ¢ quai» v& trén hinh 137 la hai
mit kin loai 2, ta thdy rding mdéi mjt 46 c6 thd bién
dang thanh mit kia. Vi mit c6 p 18 ho#ic mit cdu c6
p «quai» trong duong véi nd 1A cac mit loai p, cho
nén mot mit bat ky trong s8 d6 c6 the duge chon lam
«dai dién topo» cho tédt ch cic m¥t kin logi p,

H.137. Cic mit loai 2

2. Dje treng Ole cia mot mat. Ta gid thiét mot mit
kin S logi p dugc phan chia thanh mot 88 mién nao d6:
c6 the tim dwrgc sir phan chia nhir vdy n€u ta danh d&u
trén S mot loat « cic dinh » va ndi chiing v&i nhau b&i
cac cung duong cong. Ta s& ching minh, trong trudng
hop nay thi:

V_E+F=2—-2 (1)
trong d6 V — 88 dinh, E — 38 cung va F — s mi2n,
S6 2 — 2p dwoce goi 1a ddc trung Ole cia mot mit. Nhur
ta da thdy, d8i véi mit ciu thi V— E + F = 2 phu
hop véi cong thuc (1), bdi vi mit ciu cé losi p bing 0.

P& chirng minh cong thirc tdng quat (1), ta hinh dung
S la mit cdu p 15, Nhir ta dd nbin manh, cé thd bi&n
dang lién tuc mot mit loai p tay ¥ d2 n6 bi&n thanh
mét cdu S, trong khi bién dang thi V—~E -+ F va 2-2p
khong thay dbi. Ta s& chon mot bign dang lién tuc sao
cho cac duong cong kin A,, Ay, Bj, Bi,... ma theo d6
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cac quai duwge ndi lién voi mijt ciu Ja trung voi cae
cung cia cach phan chia da cho (H. 133 mink hoa qui
trinh di néu d8i voi truong hop p == 2). Bay giv ta cat
mit S theo cac dudng cong Ag, Bs,... va kéo thiing céc
quai ra. Méi quai c6 mot dau ty do gisi han boi cac
dudng cong indi A%, B%,..., ddu nay c6 s dinh va cung
cling bing v&i s8 dd ¢6 trén Ag, B,,... tirong 1rng.

H. 138. Ding cho dac trung Ole clia cdc mit

S8 V—E -+ F khong thay ddi trong khi cat, boi vl
khéng sinh ra cdc mi&n méi va s8 dinh moi sinh ra lai
bing sd cung maoi sinh ra. Sau d6 ta ti€p tuc bi&n dang
mit biing cach dn cho bep cac quai thira ra vao mjt
ciu. Cudi cing, ta dugec mot mit ciu cé 2p 16. Vi V-
E + F bing 2 d&i v&i moi st phan chia mot mit clu
diy 40, cho nén d3i voi mit clu 2p 16 cla ta thi V —
E 4+ F = 2 — 2p. Ding thirc nay di nhién ciing dting
cho mit ciu c6 p quai diu tién. Hinh 121 th& hién sy
ap dung cong thirc (1) vao mit S gdm céac da giac phing,
C6 the bi€n dang top6 mit nay thanh mit xuyén tirc la
loai p ctia n6 bdng 1, vi th€ 2 — 2p =2 — 2 = 0. Theo
cong thue (1) ta co:-

V-E4F=16~-32416=:0

3. Mat mot phia. M4i mit thong thuong déu co6 hai
phia. Cac miit kin nhr m#t ciu ho¥c miit xuyén va
nhitng mit c6 bién ching han nhu mit dia ho¥c
m#t xuyén di tach di m¢t by phan, déu thudc loai mit
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hai phia. Mudn phan bidt d& dang hai phia cia cung
mot mit ta c6 thé té cho chung cdc mau khac nbau.
Né&u mit 14 dong kin thi khona nhan thdy diuec nhirng
man khéc nhau theo cac duong cong do. Gid thir cé
mét con ki&n bd trén mot mit nhu vdy va céd mot cai
gl 46 ng¥n can n6 khong bd qua cic dudng bién cong,
khi d6 con ki&n luén luén & trén mot phia caa mit.

Midbiux dd c6 mét phat minh dang kinh ngac: c6
nhitng mit chi ¢c6 mot phia, Mit don gidn nhit loai dé
14 biing (hodc 1a) Miobiux, Mudn lam l4 Miobiux phai
13y mot t& gify hinh chi nhat dai rdi dan cac dau lai
sau khi dd udn nira vong nhu chi dan trén H.139 (a, b,
c). Mot con kign bo trén mit d6 nhung ludn & giira
cha bing s& quay trd v& diém xufit phat trong trang
thai lat ngira (H.107). Néu ai mudn chi t0 mau mot
phia clia m#t Midbiux thi t8t nhit nén nhing ci la Mi-
oObiux véo thing mau.

Mot tinh chdt dic biét khac cia mit Midbiux la né
chi c6 mot mép: toan bo bi¢n chi gdbm c6 mot dudng
cong kin. M6t mit hai phia thong thwomg thu dirge
bidng cich d4n hai diia biing ma khéng udn né di sé& cé hai
duong bién cong khac nhau. N&u cit mi#t nay theo
duéngtrungtdm thi né bj pban chia thanh hai miit cing
loai. Nhurng n&€u ciit béing Miobiux theo duong trungtim
(xem H. 139) thi n6 s¢ khong bi chia 1am hai phdn. Nguoi
ndo chua tirng 1am vigc voi béing Miobiux chéc chdn s&
kho thdy dugctinh hinh nay vi né mauthuln voinhirng
quan niém tryc gidc cla ching ta vé nhirng didu
« phai» xay ra. Nhung, n&u ta l1zicit mit thu dwgc sau
khi cit bing Midbiux theo cach mé ta & trén (theo
duong trung tam) thi ta sé co hai béing khong lién thong
k&t lai voi nhau.
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Sé rit thu vi ndu TTTT T
ta cft nbitng bing W%ﬁllr} ﬂf]] Y

d6 theo cac dudng

song song véi bién Hiygs
v each blen mot LD ,,M

khodng bing 1/2,
1/3 v.v... chi&u rdng
cia bing. Chéc hidn,
mijt Miobiux ciing
38 cin dwgc nbie
d&n trong giéo trinh
dang cho nha
treéng. Bién cla
m#t Miobiux chinh
la mdt dwong
cong kin dom gidn
«khéng c6 nito,
né co6 thé bién
dang thanh duéng tron, Nhirng phéi gia thi€t trongqua
trinh bién dang, mat s& tir cht n6. Myt mot phia lir cit
trong qué trinh d6 da duoe
bi&t voi tén goi € Krox-
kep» (H.140)'), Dudng giao
nhau & day phéi dugctinh
hai lin, mot lin thudc vé
m¢t trong cac la cét nhau
cia mat, mot lan khac
thugc v& la kia, Ciing nhur
moi mi#t mot phia khac,
Krox—Kep khong thé bién
dang lién tuc thanh mit
H. 140 Kréx — Kep hai phia (tinh chit topo).

5

H. 139. L& Miobiux: a, b, ¢ — Ubn
cong vi dan cac bing ; d - Bioh
hudng cla cac phia.

(1) Ti8ng Anh « Cross-cap » c6 nghia la «cai mi batchéo?
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Mot diéu la lung la c6 thE bién dang biing Midbiux
320 cho bién ciia n6 la mot dudong gdp khic phlng —
u'fc la m¢t tam gidc — sao cho bidng vidn con khong tir
<cat, Mo hinh d6 do B. Tukhecman tim ra va dwgc vé

N

)

&
)

H. 141. Bing Midbiux vé&l bien thing

vA hinh khai trién,

AW
\\\\\N\\\\\
i

trén H. 141a; biéncia
bing 1a tam giac ABC
giéi han bdi mot nira
thiét dién chéo binh
vuong cia khoi bat
dién (d6i xung qua
thiét dién nay). Ban
thAn bing gom sin
mit pira bat dién va
bdn tam giac vuong la
cac phin tur cla cic

mit chéo vudng gbc cia bat dién®,

Mét thidu thi vi khac v& m#t mot phiali ¢ binh Kléin».
D6 1a mjt mit kin nhwng lai khong chia khong gian
thanh phin ctrong» va phin «ngodi», trai hin voi cée

mit dong kin ta da biét.
N6 tvong duong t6pd
voimot ciip Krox — Kep
c6 cac dwdng Dbitn
cong dan lai véi nhau.

Co thé chirng minh
moi m#t mét phia dong
kin loai p= 1, 2... la

H. 142, Binh Kl8in

(1) CAt cic mat ABP va BCQ ra khdi cic mit clia bat dign.
GAn bdn tam giac OAP, OBP, OCQ va OBQ vio 6 mit con lai. Cin
cit theo dudng ndi didm O voi didm dinh diu bi hai chir A
va G r3i dan cac doan tuong ung cia mép hinh khai trién.
Mép cha bang duwge bidu thi bdi cac doan td ddm nét (chu vi

ciia tam glac ABC).
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trong duong topo voi mot mit cdu khi da 1dy di p dia
ma thay th& bding cac Krox — Kep. Suy ra dé dang d¥c
trieng O'le V — E 4~ F cia mot mit nhir th€ co lién hé
voi loai p bai he thire:

V—E4+F=2-— p.

Ching minh ménb d& nay ciing giéng nhur ching minh cho
mit hai phia. Truéc hét ta chirng minh ring dic trung Ole
clia Krox — Kep hoic clia bing Miobiux bing O. Mudn viy,
ta @& ¥ ring néu c4t ngang mét bing Midbiux thi ta dugc
mot hinh chir nhat c6 hai dinh thira va mt cung thira, s6
midn vin git nguyén nhw 48i voi bing Midbiux. Ta da thdy
ring d6i vol hinh chir nhat tht V — E + F = 1. Do a6, a6i
véi bing Mi6biux thi V — E -+ F = 0. B& nghi ban doc chirng
minh tI mi lai 4& tap luyén.

Viée nghién ciru

AI—---——__..A A 2 C&u truc topo sé&

thuan loi hon néu
{ ta dung céc da
giac phing cé cac

'} S——Y A 44 canh dong nhit
7ru Huyén héa tirng doi

A — 2 A 4 (xem: ung dung,
chwong 1V, muc

‘ 3).Chénghantrén

so d0 cua hinh
A P s VE&143 thl c4c miii
Bang Mobiux Binh Kléin tén chi rd can

H. 143. Che mat déng kin xac dinh bing 4008 nb&t  hoa
cach dong nhat hoa cac cgnh hinh vuéng. nhitng canh song
song nio v theo
huéng ndo : néucé thé dugethi dung phwong phap vat
ly, néu khong th& dwege thi it nhidt ciing béng suy nghi
triru trong.
Cé the dang purong phap ddng nhdt hoéa d& dinh
nzhia cac da tap kin ba chidu twong tir nhr cic mit
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H. 144. Pinh nghia mat xuy&n ba . 145. Mot bitu twong khac cla
chidu bing cach @ong nhit héa mit xuyén ba chidu (nhirng durdng
cic mat hinh 13p phuong. cit chi sy dong nhit hoa).

kin hai chi2u. Thi du, khi d5ng nhit cic diém trong
irng cila cac mit d8i hinh lAp phuong (H. 144) ta sé
duoc mot da tap kin ba chidu goi la mit xuyén ba
chiéu., Mot da tap nhu th& s& tuwong dwong topd voi
mét mién khong gian bao ham gifra hai mit xuyén
dong tAm (mot mit & trong mit kia) voi-sir dong nhit
-héa c4c didm twong trng (I1. 145), Qua vy, ta s& thu
duoc da tap sau cung niy tr hinh ldp phrong néu ta
cho triing nhau ¢ v& mit vat 1y hoc» hai c¥p mit ddi
nhau ¢« dd dugc d6ng nhét bing tudng turong ».

PHY LUC

* 1. Bai tosn nam maun. Chirng minh bai todn mét
ban d8 trén mit ciu c6 thd to dwge biing khong qua
ndm mau khac nhau, dwoc diya vao dinh ly Ole (mot
ban d6 dugce coi la to mau ding néu khong c6 hat
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mién nao ti€p giap nhaw theo mét cung duoc 10 maiu
giong nhau). Ta chi giéi han & viéc xét nhitng ban dd
trén do tdt cd cdc mién 4%u la nhirng da gisc don gian
-d6ng kin gioi han boi cdc cung tron. Khong giam tinh
‘tdng quat, ta c6 thé gik thir mdi didm qui tu ding ba
cung, ta s€ goi moOt ban d6 théa man dicu kién do la
mot bdn dd chinh qui. Ta s& thay th€ médi dinh c6 qui
tu qua ba cung biing mét vong tron nhé va ghép mién
trong cla vong tron d6 vai mot trong nhirng mién ké:
khi d6 ta dugc mot bAn dé6 moi, trong do cac dinh
«boi» duge thay th& béing cac dinh thong thudng. Ban
d6 moi s€ chira s§ mién b#ng s mién cda ban dd cii
va s€ la ban d0 chinh qui. Néu da t6 mau dung thi sau
do biing cach thu hep vong tron thanh mot di€m, ta sé&
dugc kan to0 mau cha ban d6 ban didu. B&i vdy, chi
cdn chirng minh méi bin dd cbinh qui trén mit cdu
.¢0 thé to biing nim mau la dd. .

Truoe hét ta chirng minh rdng méi ban d6 chinh qui
chira it nhiit m¢t da giac voi sd canh nho hon sau. Ta
biéu thi Fn 1a s8 mién da giac n canh cia ban dd
chinh qui; khi d6, néu biéu thi F la sd tit ca cac mién
ta c6 ddng thurc:

F=F,+F +F, +.. (1)
Mdi cung c6 ihai diiu mat, mSi dinh c¢6 ba cung. Boi
vay, néu bilu thj E la s§ cung, V 1a s3 dinh trén ban
do thi;

2E = 3V )
Hon nira, vi mot mién gioi han béi n cung c6 n dinb
va mdi dinb thudc vao ba mién, cho nén;

2E = 3V = 2F, + 3F, & 4F, 4 ... (3)
Theo cong thitc Ole, ta céd :
V—E +F = 2 iolic 6V — 6E 4 6F = 12,
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Tir hé thirc (2) suy ra 6V = 4E ; tirc 12 6F — 2E = 12

Khi dé cac hé thue (1) va (3) cho ta:

&(F, 4 Ty + Fy + ... ) —(2Fp + 3F; +4F, +...) =12

hay (6 —2)F, + (6 —3)F, + (6 —4F, + (6—5)F; +
+ (6—6)F, + (6 + N)F; + ... = 12

]
, elF
V] /LTK M »

H. 146-147. D} chiny minb dinh 1y 5 mau

B&i vi it nhit mot trong cac s8 hang cla tdng bén trai
phédi drong, cho nén rd rang bdnsd F; Fy, F va Fy
khong thé d6ng thoi bing khong. D6 chinh 1 diéu ta
phai chirng minh.

Bay gior ta xét dén dinh ly nim mau, Gid thit M 14
16t ban d6 tay ¥ nao d6 trén mit clu, n la s3 &t cA
cAc mién cha n6. Ta bidt ring c6 it nhit mot mi€n cé
43 canh nho hon sau.

Truong hgp 1. M chira mién A c6 2, 3 hodc 4 canh
{H. 146), Trong truedng hop nay ta ldy di mot cung
ngin cich A v&i m¢tl trong nhirng mign k& (& day cin
cht thich thém nhu sau: néu mién A c6 bon canh, thi
6 thé xay ra mot trong cac mién k& ciing la k& voi
A & canh d8i dién néu di xung quanh mién d6. Trong
trirong hop nay, dira vao dinh Iy Jordan thi hai mign
k& véi bai canh con lai s& khac nbau, ta c6 thd 13y di
mot trong hai canh nay). Badn d6 M’ thu dugc ciing la
chinh qui nhing chi ¢6 n— 1 mi&n. Néu c¢6 the to M’
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biing nim mau thi ciing cé the té mau bin d6 M nhir
thé. Thuc vay bon mién 16n nhit cla ban do M ké voi
A, vi th3 A bao gi¥ cling ¢6 mau thir ndm.

Truong hop 2. M chira mién A c0 nidm canh. Xét ndm.
mién k& voi A va bidu thi ching 1a B, C, D, E va F.
Trong nim mién nay bao gio cling tim dugc hai mién
khong k& nhau. Thire vay, ching han n¥u B va D ke
nhau thi suy raG khong k& voi E, khong k& voi F, béi
vi néu trai lai thi moi dwrdong di tir C dén E hodc dénF
phii di qua it nhit mot trong cdc mién A, B hodc D
(H. 147). RS rang khing dinh nay phu thugc rit nhigu
vao dinh 1y Jordan dung cho mit phing va mit cau.
Trai lai, d8i voi m#t xuy&n thi t&t ca lap luan trén
d8u khong dung dwgc. Co thd gid thir C va F khong k&
nhau. Ta i&y di hai canh gidn cach A voi Cva I, khi
dé ta duwoc bin 43 méi M voéi n — 2 mién ciing la
chinh qui. Néu bdin d6 méi M’ 16 duwgc bang ndm-mau
th ciing c6 the 16 mau ban d5 M nhu vdy. Qua vdy,.
sau khi khoi phuc lai cic canh di 1§y di thi mién A
s€ k& voi ndm midn dugce té bing khong qua bdn mau
(b&i vi C va F duwoe té cing mau) va bdi thé bao gio A
ciing duge to bing mau thir néim.

Nhur vay, trong moi trudng hgp c6 thé cho trng méi
ban d8 chinh qui M c6 n mién v&i mot bdn d6 M’ ciing
chinh qui ¢6 n—1 hojc n—2 mién sao cho nu M’ to
dvoc biing nim maun thi M ciing vAy. Co thé 1¥p lai
1ap ludn 46 v&i ban d8 M’ v.v... K&t qua cho ta dugc.
m¢t ddy bdn dd ma s8 hang diu tién 1laM: M,M’, M""....
co6 tinh chit 1a méi ban d5 cha diy ¢6 the td bling ndm
mau n&u ban dd ti€p sau noé co6 thd t6 duwge nhur thé.
Nhwng vi s8 mi¢n trong cic ban dd ciia diy nay gidm
di, cho nén sém hay mudnsé& xuiit hién trong diy mot.
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ban 40 c6 nim mién (ho¥c it hon). Bao gid ciing cé
thd t6 mét bdn d8 nhu vay bding khong qua nim mau.
.Chirng minh duge két thic & day.

Con phii loru y rdng chirng minh c¢6 tinh chit «kién
thi€t»: no cho ta mot phuong phép thire hién dwore,
dir rdng ¢6 the kha vat v, d¢ sau mot 83 hiru han budc
tim dwoe miu ¢in thiét cho mdt ban d6 M cé n mién.

%*2. Dinh 1y Jordan cho truong hegp da giac Dinh ly
Jordan kbéng dinh mdi dudng cong kin don gian C
chia c4c diém cla m#t phing khong thugc C thanh hai
mi&n (khong c6 diém chung) ma ban than C la dudng
bién chung. O diy ta s€ ching minh dinh ly cho mjt
trurong hep rieng khi C 14 mot da giac kin P. Ta sé
chirng b cac di®m clia mit phing (ngoai nbirng dim
¢ ngay trén chu tuyén ctua P) degc phan chia thanh
bai 16p A va B ¢6 cac tinh chit sau day:

1) Co thé ndi hai diém thudc cuing mot lop bing mot
dudng gép khic khong cé di€m chung voi P.

2) Néu hai di®m thu6c v& hai 16p khac nhau ihl moi
duong gdp khic ndi bai didm nay d2u cdt P. Mot 16p
tao thanh «mi&n trong» cla da giac, I&p kia gom nhirng
di®m « & ngoai » da giac. D& churng minh, ta chon m¢t
hréong x4c dinh nao d6 trong mit phing, khong song
song v&i mét trong cac canh cia P. Vi P ¢6 mét 8
hiru han canh nén di&u d6 bao gi¥ ciing lam dirgc. Sau
do, ta xac dinh cac 16p A va B nhu sau: Mot didm P
8€ thudc v& 16p A néu mot tia di qua difm dé theo
huéng xac dinh cit P & mot sd chdn cac didm (0,2, 4,
6'..) Didm p s& thudc v& 1op B néu mot tia vé tr p theo
hurong <ac dinh s& cdt P & mot s6 [é cac didm (1, 3,
5...).

C3n b3 sung thém n&u tia dang xét di qua mot dinh
b&t ky cia P thi dinh nay c6 duge coi la giao didm cia
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tia v&i P hay khong tuy theo cac canh xufit phat tir
dinh d6 cha da giac P & vé hai phia khac nhau hay &
cling mt piia clia tia, Ta qui woc noi rdng hai didm p vaq
06 cung mét «tinh chin» nfu ching thudc vé cung
mot trong hai l¢p A va B. Truoc hét, ta luu ¥ rdng
moi didm clia doan thing khong cit P s& co ciing mot
tinh chin. Qué v4y, tinh chfn cia mét diém p di dong
trén mot doan thing nhu thé sé bi&n thién gidng nhw
khi tia trong ng di qua mot trong cac dinh caa P
nhung, néu lru y dén didu thda thuin chia chung ta v&
cach tinh s$ giao diém '

thi dé thdy rdng tinh N —_—

chfin ciia mSimot trong ) 7 s
hai triromg hop c6 thé A

xay ra la khong thay / ¢ 5
" d8i. Tx d6 suy ra, néu
ndi mét diem p; ndao -
d6 ctia mién A véi mét 4 4
dizm py ndo d6ctia mién VN
B bing mét duérng gap H. 148. Tinh 58 giaodiém

khic thi duong nay tdt phat cdt P. Néu khong nhu vay
thi tinh chdn cia moi diém cha dudng gép khic, nok
riéng clia cac didm p; va pz 8€ bing nhau. Hon nita,
ta s& chirng minh riing c6 th® ndi hai diém thuéc cing
mol trong hai lop A va B bing m¢ét durong gép khic
khong ciit P. Ta bidu
thi hai di®m d& cho 12
p va ¢q. Né&u doan
thing pq ndip va q
[ [\ khong cét P thi khong

p /P [ i l 7\ ¢ con phéi chirng minh
/ i i g nita. Trai lai, gid

H. 148. Dung cho chitng minh thir p’ 12 giao _dlem t{]ﬂ
djnh 1y Jordan nhat, g la gao dico

’
.
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thir hai clia doan thing pq voi da gidc P (1. 149). Ta
vé mot duong gdp khuc bit diu tr didm p va mot
doan thing theo huong cha pq va két thic truge diém
p’; lir ddy duong glp khuc s€ di doc theo P (khong
phan biét mot trong hai hudng cé thd), di nbu thé cho
dén khi gip lai pq mét 1dn nira tai l1anc4ndidm q’. Vén
4% 1a & chd, n6 cit duong thing pg & trén doan p'q’
hojc trén dogn pq. N&u hai didm r va s rit gin nhau
nhung & vé hai phia khac nhau ctia mét trong cac canh
ctia da giac P thl ching cé tinh ch8nkhac nhau, boi vi
mot trong nhirng tia phat xudt tr cac didm do (theo
huong xic dinh) s&€ c6 v&i P nhidu hon tia kia mét
giao didm. R4 rang tinh chdn thay ddi khi ta di déng
thco pq va di qua dim q’. Nghfa la «duong di» gdp
khuc dugc ghi trén hinh v&8 b&i nét dirt doan s€ quay
tré lai pq & khoang gitka p° va q, bdi vi p va q (do do6
moi didm trén «duwong di dang xét») s& c6 cung mot
tinh chén.

Boi thg&, dinh ly Jordan d& dwoe chirng minh cho
truong hop da giac. « Mién ngoai » ciia da gisc P sé la
nhirng diém thudc vao lop A; qua viy, ndu di chuyén
kha xa theo mot tia ndo d6 ¢6 hwrong xac dinh thi tat
nhién, ta s& di dén mot diém khong c6 giao diém véi P
va moi di®m nhurr viy s& thudc vao lop A, tuc 1A tinh
chin cia chung bing 0. Nhur vdy, co thd két ludn cac
diém thudc 1op B la cac diém « trong ». Du da giac kin
P ¢c6 réc rdi d€n nhu th& nao, ta ludn nhin ra dirge dé
dang mot. didm p cho truwdc & trong hay & ngoai no.
Chi ciin v& tir p mot tia va dém s3 cac giao didm cia
tia d6 voi P, N&u 88 d6 l1a Ié thi p ndm bén trong va
khong thé virgt ra ngoai n&u khong cit P. Nhung néu
86 d6 ta chdn, thi di®m p & ngoai da giac P (d& nghi
kiém tra lai didu d6 & trén H. 148).
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Sau day 1A tr tueéng clia mot chirng minh khac cia
dinh ly Jordan cho truong hop da giadc. Ta djnh nghia
bdgc clia diém p, ddi voi duwong cong kin C(khong di
qua didm p,) 14 s8 vong quay! diy d do miii tén (vecto)
thye hién tir p d€n pg, khi dim p di déng sudt doc
duong cong C.

Sau d6, gid thir A la tap hop cac didm p, (khong &
trén P) c6 bdc chdn d8i v&i P, con B 1a tdp hop céc
didm p, c6 bac lé d8i voi P, Trong truong hop nay A
va B theo thir tyr la mién «ngoai» va mién « trong»
cita P. Ban doc ¢6 thd thirc hi¢n ti mi chirng minh nay
dé luyén tap.

* 3. Dinh ly dqi s6 co bdn. Pinh ly co bankhing dinh
ring n&u ham s8 (z) c6 dang

f(z) = 2" + an4z°-1 + a, 92" + .. + 2z + 3, (1)

trong d6 n > 1va a,_y, 8,2, «u, a3, 8, 12 nhirng s6 phuec
ty y, thi ton tai m¢t s§ phirc a sao cho f(«) = 0. Noi
cach khac, trong truong sé phirc thi moi phuong trinh
dai s6 déu c6 nghiém (dya vao dinh ly nay, ta da di dén
két ludn xa hon: mét da thic f(z) c6 thé phan tich
dugc thanh n thira 8§ tuyé&n tinh:

£2) = (2 — @) (2 = tg)oe (2 — 3,

trong d6 «,, %,..., @, 12 cdc didm khong caa f(z). Dic
biét, c¢6 th& chirng minh dinh ly nay ciing nhw dinh Iy
Braue v& di€m b#t d9ng bdng nhitng kién thirc topo.
Ban doc nhé¢ lai rdng sd phirc 14 mot ky hiéu dang
X + yi trong d6 x va y 1a cac sd thire, con ky hiéu i co
tinh chdt i? = — 1, S3 phitc x 4 yi duwoc bidu dién béi
mot diém (x,y) trong mit phing toa d6 vudng goc. Néu

(1) Tat phién, cin Iy s6 nay theo ¥ nghia dai s8 tirc 1a co
tinh dén huéng cia phép quay.
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ta dua toa dd circ vao mit phiing nay, ldy gdc toa do
1am circ, hwéng dwong ciia truc x 1a truc cwe, thi tacod
thé vi&t:

z =X 4 yi = r (cosf -} ising)

trong d6 r = Yx?+4 y?. Tir cdng thirc Moavro suy ra
ngay z" = r® (cosnf 4 isinng). Tir d6, rd rang la néu
mot 8§ phirc z vach nén mét duwong tron ban kinb r cé
tam & gdc toa dg, thi z® s& vach dung n 1dn dirong tron
ban kinh r". Ta con nhé médun ctia z (bidu thj boi [z|)
chinh 1a khodng cich tir z dén 0 va n€u 2’ = X’ + y'i thi
|z — z’| la khoang cach gifta z vA z'. Sau day ta bit
d3u chirng minh dinh ly.

Gia thir da thirc (1) khong c6 nghiém, tirc 12 voi mt
s8 phirc z bAt ky thi f(z) + 0. N&u z vach nén mét
dudng cong kin nao d6 trong mit phdng x, y thi f (2)
vach nén mdt duedong cong kin G khong di qua gdc toa
d¢ (H. 150). Co th& dinh nghTa bac cia didm 0 d&i voi
ham s& f (z) theo duong cong kin C la s8 vong quay
diy dt ma mot vecto di tr O dén mot didm f (2) trén
duéong cong G di thye
hién khi z di chuyén
theo sudt dwong cong
C. Tachon duong cong
C1a duong tron tdm O
ban kinh t va bidu thi
@ (t) 12 bac ciha didm
O ddi v&i ham 88 f (2)
theo durong tron tam O
ban kinh t T#t nhién,
¢ (0) =0 boi vidudng
tron ban kinh O thu v&

mot diém_ va dudng g 50, Ching minh djoh 1§
cong G ciling thu v& d3i 88 co ban
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mot diém f (0) & 0. Néu ta chirng minh voi t da 1on
ham s8 ¢ (U bing n thi trong do d3 c6 chira mau thuan
bdi vl, mot mit thi bac ¢(t) phai 14 mot bam sO lién
tuc ciia t (vi f (z) la ham s§ lién tyc cha z); mit khac,
ham ¢ (1) chi c6 thd ldy gia tri nguyén vi th€é kidng
th® chuyén tir gia tri O d&n gia tri n mot cach lién tuc.
Ta con phai chirng minh voi gia tri t di 1on thi ¢ (t) = 1.

Mudn vay, ta liru y rdng néu ban kinh duong tron t
thda mén cac bit ddng thirc

t>1vat>lal+la ]+ +las s
thi

(f (@) —z2"| =|8a,_2"! +8,-:2"? + . + 8, | <
<|an_1l.|z|“"1+lan_zl,|z|“'2+.._+|ao!=

a . a, |
=tn‘—‘ lan_il—*—ht__z—'-—*—.ot_*—_'t—n_%l_ <

gtn—l['an_ll"}" an_.2|+ oo + Iaol] <tn=|an_

Bi8u thirc v& trai chinh la khodng cach giira cac
didm 2" va f (z), biu thirc v&€ phai cia biit ding thirc
chinh 14 khodng cach tir di8m z, dén gdc toa d¢. Tir do,
ta thdy ring doan thing ndi cic didm 2" va { (z) s€
khdong di qua gdc toa dd nfu diém z nim trén dudng
tron badn kinh t ¢6 tAm & g8c toa d9. Trong trudng hop
ndy, ¢6 thd bién dang dudng cong vach nén bdi didm
f (t) thAnh dwng cong vach nén bdi didm z" khong di
qua gdc, bing cach doi hinh lién tuc mdi didm f (2) toi
didm twong irng z* theo mot doan thing. Trong 46,
béc clia gdc chi ¢6 th& nhan cac gia tri nguyén. Dong
thoi, trong bi€n dang né phdi bi&n thién lién tuc,
nghia la d&i voi ca hai ham f (z) va 2z® thi n6 nhw nhau.
Vi d3i v&i z" n6 blng n cho nén ddi v&i f (z) né ciing
€0 gia tri do. Chirng minh k&t thue.
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CHUONG VI

HAM VA GIOI HAN

MO PAU

Cac phdn quan trong nhit clia todn hoc hi¢n dai tdp
trung quanhkhai niém ham va gi¢i han. Trong chuwong
nay chung ta s€ thir phan tich c6 hé thdng nhirng
khai niém do.

Nhitng biéu thirc nhw x? 4 2x — 3 s& khong cé gia
trj bing 88 x4c dinh né€u khong chira gia tri bing sd
cla x. Ngudi ta néi ring gia iri ciia mot biu thirc nhir
vdy 1& ham cha gia tri x va-vict:

x? 4 2x — 3 ={(x)
Ching han, néu x =2 thi 224 2.2 — 3 =5, hay
f(2) = 5. Ciing bdng cich thay th& tryc ti€p nhur vay,
c6 th® tim dugc gia tri cda ham f(x) voi cac gia tri
nguyén, phAn, v6 ti va thAm chi v&ica gia tri phirc
cua x.

S8 c4c s8 nguyén t8 nhd hon n 14 ham =(n) cta s8
nguyén n. Khi cho trirée gia tri cia <3 n thi gia tri
ciia ham = (n) drge xac dinh, du ring ta chura bi&t mét
bidu thirc dai s8 nao d& tinh n6. Dién tich tam giac 14
ham cla cic d¢ dai ba canh clia tam gidc, né thay ddi
theo cic canh va x4c dinh n€u d¢ dai cic canh xac
dinh., Néu mit phing chiu mét bi€n d8i xa dnh hoic
topo, thi cac toa d clia difm sau phép bi&n ddi phu
thudc vao cic toa dd ban diu chia didm; chiing la cac
ham ciia nhitng toa d9 ban diu. Khai niém «hamy»
xudt hi¢n mdi kbi cac dai lugng dwrgc lien k&t voi
nhau b&i mét hé thirc vat Iy xac dinh b3t ky. Thé tich
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khi trong xy lanh la ham cla nhi¢t d¢ va ap sudit tac
dung lén pittong. Ap suft cla khi quydn 1én qud ciu
khong khi 1a ham ctia 4§ cao qua cdu so v&i muyc nude
bi&n. Mot loat cac hién tugng cé chu ky — chuyén
dong cla thdy triéu, dao dfng cua s¢i day dan ciing,
sir truy&n cdc soéng 4nh sang phat ra tir mét s¢i day
nung noéng — dugc « chi phdi» boi cac ham lwong giace
sinx vA cosx don gian.

B3i v&i bAn than LeAybnitx (1646 — 1716) la ngwoi
dadu tién durra ra thuit nglr ¢ham» v& d38i voi cic nha
toan hoc th& ky XVIII thi tu tuwdng trong quan ham
duoc ddng nhiit héa & mirc 46 nhit dinh véi sy ton tai’
mot cong thire todn hoc don gian bidu thj chinh xéc
trong quan d4. Quan niém nhwr thé la qua hep so voi
nhitng yéu clu do vt ly — toan dé ra. Khai niém
«ham» ciing véi khai niém « giéi han» vi thé da phai
chju deng nhirng sy m& rdng va trau chudt kéo dai.

Trong chuwong nay, ta sé phac lai ngdn gon qua
trinh do.

§ 1. BIEN BOC LAP VA HAM

1. C4c &inh nghia va thi dy, Khong it khi ta phéi Jam
viéc voi cdc d8i tugng todn hoc ma ta s& chon mot
cach tir do theo cach cia minh tir moét thp hop S ndo
d6. Trong nhitng treong hop nhu vdy thi ddi tuong
dugc chon ¢6 tén la bién con tap hop S cé tén la mién
bién thién cia bién d6. Cac bi€n dwec bidu thji bing
cic chit cudi clia van chit cai. Ching han, n&u biéu thij
tip hop tdt cd s8 nguyén la S thi bi€n X trong mién S
biéu thi cho mot 88 nguyén nao d6. Ta néi «bién X
chay qua t4p hgp S» v&i y nghia la, ta c6 thé dong
nh3t bién X v&i mot phAn t& bat ky cia tip hep S.
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Khai niém bién dwoc 4p dung tién loi néu ta mudn
phat bidu mot khdng dinh d8i v&i cac phdn tir co thé
chon tuy y trong tdp hop s8 nguyén. Chéng han, néu
S bidu thi tap hop 80 nguyén, con X va Y bidu thi cac
bién trong midn S thi cong thirc:
X4+Y=Y4 X

1a mot bidu thirc ky hiéu tién loi bidu thi cho sir kién
t3ng hai s8 nguyén tdy ¥ khong phu thudc vao thir tir -
cac 86 hang. Mot tredng hop riéng duge bidu thi b&i
ding thire: 2 4 3 = 3 4~ 2 c6 chira cac s khong 43i.
Nhung, néu mudn bidu thi mot qui lust tdng quat dung
cho moi cidp s& thi phéi s dung cac kyhidu c6 ¥ nghia
ciia cac bign. Khéng nh#t thi€t midn S cia bién X phai
la mot tAp hop s8. Chiing han, S ¢o6 thé la tap hop tat
ci hinh trén trén mjt phing: lhic nay bi&n X biéu thj
mot hinh tron ca th& bdt ky. Hode S ¢6 thé 1a tap hop
tét ca cac da giac kin trén mait phdng va bay gio, X la
mot da giac ca thé tuy y. Ciing khong cin mién
bién phai chira vo6 s& phiin ti. Thi du, X c6 thé bidu
thi mot ngudi riéng biét trong nhan dan S cia mot
thanh phd cho trirgc tai mét thoi di€ém nhét dinh. Hodc
X ciing c6 thd bidu thi mdt sd dw tuy y trong nhirng
58 dir c6 thd c6 trong phép chia mot 36 nguyén cho 3,
trong trirong hop nay midn S chi gdm nim s3: 0, 1, 2,
3, 4.

Bign béng s3 1a trirong hgp quan trong nhit, Trong
treong hop nay ta thuong dung chir x — do 1a trurong
hgp ma mién bién S 1A mot doan (khodng) nao dé
a < x << b cia truc s thiee X, o day ta noi x la bién
lien tuc (thuc) trong doan dang xét. Mién bién thién
ciia bién lién tuc c6 thd trdi roéng dén vo han. Ching
han S c6 th& 1a tap hop tat ca 38 thye x > Ohodc thdm
chi la tap hop t8t ca s8 thige khong loai trir sG nao-
Tuwong ty, ta c6 thé khdo sat mot bién X ma gia tri
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clia no la cdc didm clia mét mit phing hofc cia mot
mi&n nao d6 cia m¥t phing nhr mi¥n trong cia mot
hinh chir nbat ho¥c hinh tron ching han, Vi mdi didm
cia m#t phing degc xac dinh béi hai toa d6 (x, y) iy
trén hai truc xédc dinh nao 46, cho nén trong trurong
hgp nay ta thwdng noi d€n mot cip bién sd thue (lién
tuc) x vay.

Co th xay ra trrdng hep, ng voi méi gia tri cla
bién X c6 mét gia tri xac dinh ctia mot bi€én khac U.
Luc d6 U dugc goi 14 ham cua bién X. Phwrong phap
nhe d6 U lién hé voi X duoc bidu thi bdi ky hidu U =
= F(X) (doc 1a: U bing F ciia X). N&u X chay trén tap
hep S thi bién U sé chay trén mot tap hgp khac goi la
T ching han. Thi du, n&u S 1a t4p hep cic tam giac X
trén mit phing, thi c6 th® hidu ham U = F(X) la chu
vi clia mot tam giac X dang xét, do a6 T sé& 14 t4p hop
tdt cd cac 88 duong., Ta nh&n manh ring hai tam giac
kh&c nhau X; va X, c6 thé c¢é chu vi bing nhau, tic la
F(X)) = F(X;) c6 th® x3y ra khi X; »= X,. Phép bién
ddi xa 4nh mot mit phing S thanh mét mit phing
khac T nao d6 s& cho irng v&i mdi diém X ciia mit
phing S mét di®m duy nb&t U cia mat phing T theo
mot qui tdc xac dinh. Ta c6 th® bidu thj n6 boi ky
hi¢u ham U = F(X). Trai ngwrgc voi thi du truede, & thi
du nay ta luon c6 F)X;) = F(X;) n€u X; 4 X,. Ta néi
rng 4nh xa clia mit ph3ng S 1én m§t phing T Ia don
tri hai chiéu ho#ic mét — mot.

Mét ham co bién lién tyc thwong duge xac dinh bin
mot bidu thirc dai 88. C6 th: dang cdc ham sau ddy

lhmthidu:u:xz;u=—1-; u= 1 .
x 14x2

Trong cac bidu thirc dau vA cudi thi x c6 thd chay
trén t4p hop tdt cd cac s§ thye, cdn trong bidu thire

198



thir hai thi x c6 thd chay trén tip hop it ck s8 thire
trir s6°0 (gia tri 0 bi loai vi ky hiéu 1/0 khéng phai 14
mot s0).

S8 B (n) cé4c thira 3 nguyén t& clia s8 n la mot ham
86 cla n, trong d6 n chay trén tap hgp cac s tir
nhién, Néi chung, mét day s8 bat ky a,, a,, a,... c6 th
xem nhu L4p hgp cic gia tri clia hAm U = F (n) nao
do mad miénbi&n thién clabi€éndde l4p la tap hop 86 tu
nhién. D& viét chogon ta sé-bidu thi s& hang thirn ciia
ddy bdng ky hiéu a, thay cho viéc dung ky hiéu ham
twong minh F (n). Cic bidu thirc dd néi d&n trong
chuwong I:

S =1+2+3 4.. + n= 2B+

2
Syn) = 124 2 4 32 4 .., 3 oo = 2BEDEHD
6
S = P4 243 pw = DO ED

13 nhitng ham ciia bi€n s8 nguyén n.

Gia thlr cho trirée hé thie U = E (X); bign X dwrge
goi la bin déc igp, bi€n U duoc goi l1a bién phu thuéc
Vi gia tri cla n6é phy thudc vao viéc lhyra chon gia tri
ctia X, C6 thd xdy ra trieong hop chi c6 mot gia tri clia
bién U tuwong ing voi moi gia tri cda bién X, tic 1a
tap hop T gom c6 mét phdn tir duy nh#t. Lic nay ta
gip mot trrdng hop dic bigt, bi&n U thyc ch#t khong
thay d8i, U khong ddi (hing s&). Ta s& dua trudrng hop
nay vao khai niém ham tdng quat tuy ring c6 thé lala
lung d&i voingudi bit ddu hoc boi vi cai co ban trong
tr trdng ham la sir bi€n thién clia bién U (khi thay ddi
bi¢n X). Nhung khong sao, vi thue t& 1A rét céich néu
ta coi hiing 1a mdt trerng hop dic bigt clia bi¥n ma
«mi&n bi&n thién» clia n6 ¢6 moét phln tir duy nhit.
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Khai ni¢m tirong quan ham c6 mét ¥ nghia dic biét
khoéng nhitng trong bin than toan hoc «thudn tuy»
ma cd trong nhitng tng dung thre t&€ clia n6, Céc dinh
luat vat 1y khéng c6 gi khac chinh 1A sy biéu thi cia
phrong phip ma qua d6 nhitng dai luong nay phu
thu¢c vao nhirng dai lwong khie, co khi niing bi&n dbi
nhu th€ nay hojc nhu th& khac. Chlng han, d¢ caocua
dm thanh sinh ra b&i dao d¢ng ciia ddy dan phu thudc
vao d¢ dai, vao trong luong va vio d¢ cding ciia day;
ap sufit cha khi quyén phu thuoc vio d¢ cao; ning
legng clia vién dan phu thudc vao khdi luong va vén
tdc cla n6. Nhiém vu clia vat ly la xac dinh chinh xéc
hodc gidn ding ban ch#t cia cac twong quan twong
tr nhur vay.

Nho khai niém ham ta c6 thé néu dic trung chinh
x4c v& mit todn hoc clia chuyén ddng. N&u hinh dung
mét phin t&¢ chuy&n dong dugc tip trung vao mot
diém ndo d6 trong khong gian c¢6 toa d¢ vudng goc x,
¥,Z, con bién t 14 thoi gian thi chuy®n déng ciia phdn
tir d6 s hoan toAn duge xa¢ dinh bdi viée cho cac
toa d¢ x,y,z 1A ham 88 cuia thoi gian: x==f (t), y =g(t),
z = h(t).

C6 thé 18y sir roitirdo clia mot phiin tir theo phuong
thing dirog dwdi tac dung cha trong lyc lam thi du.
Trong trirong hop nay taco: x=0,y=0, z= — 1/2gt2,
trong d6 g la gia t8c trong truong. Néu phan t quay
d&u theo duéng tron don vi trong mit phing (x,y) thi
thi chuyén ddng ctia vt dugc dic treng bdi bam:

X == COSwt, y = sinwt,
trong d6 » 1A 8 khéng d8i'(dwoc goi la van t8c goe
cia phép quay)., Cin phdi hidu mét ham toan hoc la
moét qui luat chi phdi sir phu thuge 1dn nhau giita cac
bién, khong hon khong kém. Khéng nén bidu khai
niém bam la sir ton tai mot cai gi gin voi «nbén qud»
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trong cic quan h¢ gilra bi€n djc l4p va bi&€n phu thupc.
Du rding trong ngon ngir sinh hoat thi thuat ngi
«trong quan ham » gln chiit véi y noma sau cung nay
nhirng ching ta s€ tranh kidu th& hién c¢6 tinh chit
triét hoc d6. Ching han, dinh luat Boile, néi vé chit
khi trong binh kin & mot nhiét d khong ddi, khing
dinh tich clia 4p sufit chit khi p véi the tich v clia né
l1a mot dai leong khong ddi bing ¢ (gia tri nay phu
thuoc vao nhiét 4¢) : pv = c.
He¢ thire nay c6 thé gili ra d8i voi p, ciing nhuw d3i
voi v:
p = i ‘hoac Vv = E..
v p
& day, khong nén coi sir bi€n ddi thd tich la « nguyén
nhan» cla sir thay dbi v& 4p sudt; ciing nhw khong
nén coi sir thay ddi ap suft 1a « nguyén nhan» clia sy
thay doi theé tich, P8i voi nha toanhoc, cai quan trong
chi 14 hinh thirc cla sy twong irng (lién he) giita hai
dai lugng bién thién ma ong ta khdo sat.

Nén liru y ¢6 sy khac nhau vé cach x& 1y khai niém ham
gilta cic nba toin hoc va chc nhi vat Iy hoc. Cic nha toan
hoc thuong nhin manh qui ludf clia sz twong itng. 3&n phép
toan cén ap dung vao gia tri clia bién doc lap x 4 tim duogc gia
trj cia bién phu thugc u. Véi ¥ nghia @6 thi f(x) 1a ky hig¢u
clia gt phép todn, gia trji u = f (x) 1a k&t qui cha viée ap
dung phép toan f vao s8 x. Nhia vat ly hoc thuéng chu y
dén bdnthdn dal lrgng u hon 1a cht ¥ dén qui trinh toan hoc
nhy d6 ¢6 thd tim duge gia tricia u tr gia trji x. Ching
han lgc cin u cia khong khi vao vat chuydn dong phu
thudc vao van t6c v c@a chuy®n ddng., c6 thd tim duoc
né bing thyc nghiém khong phu thu6e vao viéc biét
hay khong mdt céng thirc toan hoe 4% #inh u. Vat 1y
quan tAm truéc hét d&n lyc cim e¢6 thuc chie khong phii
1a mOt cong thirc toan hoc f(x) ndu nhw cong thirc nay khéng
giap ich gi cho viéc phan tich dang diéu cia dal luong u.
Cach xem xét nhu vay thudng c¢6 & nhirng ngudi 4p dung
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toan hoc vao vit ly hoiic & nhirng nha ky thuat, Trong mdt
80 phén cia gidi tich toin hoc, d6i khi A& tranh nham lan,
nguwdi ta phan bigt rit 16 khi nao ky hifuu=f (x) bidu thj
phép toan f ap dung vao x d& tim u hofc bi¥u thi bin than
dai lugng u ma dai lwrgng nady vé phin né co the xem nhu
phu thudc (ndt cich hoan toan khic) vao mdt bidn khac z.
Thi du, di8n tich hinh tron firge-cho b&i ham u=f (x) = 7nx*

]
trong @6 x A ban kinh: nhung ciing co the vistu=g(2) = —‘:—Tt

vdi 2 14 chu vi dudng tron.

Mot da thirc co dang:
u = f(x) = 8, + 81X + a5 x? + .. + a;x’,

v&i ¢hd s8»a, a, ..., 8, 1& cic hing s3, 12 mit loai
ham mot bi&n don gidn nh&t. Sau 46 14 cac ram hitu
ti ching han:

1 1 2 41

= —, U= s U= H

X 1-4x2 x¢t 4+ 3x2 4+ 5
1a tl s8 clia cac da thirc, roi dé&n cdc ham lwong gidc
cosx, sinx, tgx = sinx/cosx duge xac dinh tdt nhit bing
duong tron don vi trong mit phing (8, 1) voi E2 4+ n?=1.
N&u mot didm P (¢, n) chuydn dong theo dieyrng tron d6
vi n&u x 12 mdt géc c6 hwong phdi quay nira truc
dwong x d& no tring vai ban kinh OP thl cosx va sinx
l1a cac toa d¢ cla diém P: cosx = E, sinx = 1.

2. S6 do radian caa goée. Trong moi 4p dung thie té
thi goc dirge do bing nhitng don vi thu duge khi chia
goc vudng ra mot s8 phin biing nhau. Néu s3 phan nay
1a 90 thi don vi do goi la «d9» thong thudng. Phép
chia géc ra 100 phin gln v&i h¢ thap phan cia ta,
nhung nguyén tic do vln nhur truéc. Trong cac &p
dung 1y thuy&t ta thuong dung mot phrong phap khac
bin d¥ x4c dinh dai lugng goc thudn tign hon, goi 18
phép do bing radian. Trong h¢ do nay, nhiéu cong
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thirc quan trong chira cac ham s3 leong giac cia goc
8é cO dang don gidn hon so v&i hé do bdng d9. Mudn
tim s8 do radian cia mot goc, ta vé hinh tron cé tam
& dinh, c6 ban kinh b3ng 1. Do dai cung s clia phin
duong tron ndm gilra cac canh cla goc duwoc goi 1a so
do radian ciia goéc, Vi 49 dai toan by diwdng tron ban
kinh 1 bding 2%, cho nén géc «ddy» 3600 c6 s do 2n
radian, Do d6, n&u bidu thj x 12 s§ do radian ctia goc,
y la 83 do bdng d¢ ciia no6 thi x va y lién hé vé&i nhau

biing hé thirc 320 = 21' Chéng han,
90 n

6c¢ 90° (y = 90) ¢o s0 do radian x = —— = — . Mt

8 ¥ 80 — 3 ¢

khac goc 1 radian (goceo sd do radian la x=1) 1a mdt
goc & tam chin cung c6 d¢ dai bdng ban kinh dudng

180

tron; s6 do d9 clia géc dd lay = = 57,2957... 46.

kid

Mudn ddi tir s§ do radian x sang s3 do do y, phli

nhin x v&i s8 . S8 do radian x cia m¢t goéc nio

d6 cling bing hai l&n dién tich A cia hinh quat do
binh d6 tgo ra tir hinh tron don vji. Thyc vy, dién
tich d6 so v&i dién tich cd hinh tron nhw 49 dai cung

80 voi 46 dai cA duong tron: ix— = %-; vay thi x=2A.
T

B&y gi ta coi goc x 1a goc co6 s8 do radian la x. D&
cho 6 rang ta s& bidu thi géc co 88 do d¢ biing x 1a x°.
Sau nay, ta sé thiy ro thuan lgi clia viéc dung s do
radian trong cac phép toan gidi tich khac nhau. Song,
cin phii thira nhan trong ung dung thyc tién thi no
khong tién lgi. Thue th, vi = 14 s§ vo ti cho nén ta
khong thd dit bao nhiéu lin goc don vi (tuc la goc co
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8 do radian bing 1) trén hinh trén don vi d& né quay
trd v& vi tri ban diu. B8i voi phép do thong thudng
thi ciz &4t 360 1in mot d6 ho#ic 4 1in chin muoi d), ta
quay trd v& vi tri xudt phat.

3. Do thj caia ham — Ham ngwge. Thudng thudng,
djc treng clia mot ham dwrge th® hign rdt rd qua mot
dd thi don gidn. N&u (x, u) lad céc toa d¢ trén mit
phing c6 hai tryc vuong goéc thi ham tuyén tinh
u = ax + b s& dwgce bidu thi béi nhitng dudng thing;
cdc ham bac hai u = ax® + bx + ¢ duge bidu thi b&i
cdc parabdl; cac ham u = 1/x dugc bidu thj bdi cac
hypebol v.v... Theo dinh nghYa thi d8 thi ctia mdt ham
u = f(x) nao 46 bao gdm t&t ci cac di8m clia mit phing
ma cic toa dé (%, u) cta chiing lién hé¢ v&i nhau bdi
phuong trinh u = f(x). C4c ham sinx, cosx, tgx dwgc
bidu thi bdi cac 48 thi trén H. 151 va H. 152, Nhitng
d3 thi nay phén anh m¢t cich trie quan ham téng
hojc gidm khi x bién thién.

Mot trong nhitng phrrong phip quan trong d¥ dua
vao cac ham moi IA nhwe sau. Xudt phat tr mot ham
F(X) dd bi&t nao d6, ¢o thé gidi phwong trinh U= F(X)
ddi voi X sao cho X dugce bidu thi nhir mét ham cia
U : X = G(U). Khi 46 ham G(U) dugec goi 14 ham nguoc
ciia ham F(X). Qua trinh nay chi din d&€n k&t qui don
tri trong truedong hop ham U = F(X) -x4c dinh énh xa
mot — mot tir mién bi€n X lén mi&n bi&n U, tirc la
néu bdt ding thue X, + X, bao gi¥ ciing kéo theo bat
ding thirc F(X;) + F(Xy). Chi voi didu kién nay thi méi
gia tri cia U méi twong wwng voi mot gia tri duy nhit
cia X. Ta nhé& lai mét thi du dd& néu truréc day, trong
do bi&n déc l3p X 1A moét tam giac bt ky clia mit phiing
con ham U = F(X) la chu vi clla n6, T&t nhién, mét
anh xa nhwr viy clia tdp hop S cac tam giac Ién t4p hop
T céc 88 duong la khong mot — mot, bdi vi c6 vb s3
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tam gidc khac nhau c¢6 cang mét chu vi. Trong trurong
hop niy, hé thec U = F(X) khdng thé dang dé xic
dinh don tri mt ham nguoe. Mit khac, haAm m = 2n
trong d6 n chay trén tdp hgp S t&t ca cac sd nguyén,
con m chay trén tdp bep T céc sd chin sé cho twrong
ung m¢t — mot gitra hai tdp hgp va ham ngueoc n= m/2
sé& dugc x4ac dinb. D& ¢6 moOt thi du khac v& anh xa
don tri ta xét ham u = x% Khi x chay trén tap hop tat
ca 80 thuce, u ciing chay trén tap hop t&t ca sG thire va
chi nhin méi gia tri mot lin. Ham &3 nguoc duge xac
dinh don tri trong truéng hgp nay c6 dang x =3 u.
Voi ham u = x? thi ham ngwoc s& khong xac dinh don
tri. Quéd vdy, do u = x* = (—x)? cho nén mdi gia tri
dwong u s€ twong ung voi hai gia tri khiac nhau (tao
&nh) cia x, Néu hidu ky hiéu Yu (ahu ta thwong quan
ni¢m) la s§ dwong ma binh phrong clia no la x2 thi
ham nguoe x = {fu la ton tai n€u nhir ta qui woc chi
xét cAc gia tri deong clia x va u,

S ton tai ham nguwoc c6 thd xdc nhan duece khi ta
nhin vao d0 thj cia ham di cho. Ham nguoc tdn tai
va don tri khi méi gi4 tri cia u chi trong wng vé&i mot
gid tri cia x. V& mat hinh hoc thi digu do nghia la
khoéng c6 duong thing nao song song v&i x cét do thi
tai qua mot diém. Diéu nay s& xay ra khi ham u = [(x)
don diéu, tirc 14 hoXc luon luon tiang hodc ludn ludn
giam (khi x tidng). Ching han néu ham u = f(x) la ting
héu kh#p noi thi khi x, < x, ta luén ¢6 u, = f(x,) <
< uy = f(x;). Do d6, wng v&i mét gia tri u cho truoc
khong c6 qua mot gia tri x d& cho u = f(x) va ham
ngugc sé duge xac dinh don tri. BS thi ham nguoc
x = g(u) thu dwgc tir d6 thi dd cho blng mot phép
quay 180° xung quanh duong thing chim chidm
(H. 151) sao cho vai tro clia truc x va truc y ddi ché
cho nhau.
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H. 151. P3 thji ham s8 xinx vk cosx

u o
-2 ~X U X 28
aq &
/N
H. 1520 u= tgx H. 153' u= Xs

Vi tri méi ciia 43 thi s& bidu difn x 13 ham ciia u. &
vi trf ban d&, 43 thi chi gia tri u 1a d¢ cao so véitruc
hoanh x, sau khi quay d3 thj m&i thu dwoc chi gia tri
x 14 40 cao so vé&i truc hoanh u.

C6 thd minh hoa nhitng l4p luan clila muc nay qua
thi dy ctia ham:

u= tgx.

Ham nay don diéu trong khoang — % <x < —;—-'

(H. 152); cac gia tri u luén ludon tdng ddng thoi voi x,
né bi&€n thién tir - oo dén + o, do d6, ré6 ring ham
nguge x = g (u) dwgc xac dinh voi mei u. Ham do

dirgc bidu thi la arctgu. Nhr vdy arctg (1) =l4vi

tg = :
g T = 1. BS thi y = arctgu dugc v& trén H. 155,
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4. Cac ham hgp Mot phuwong phiap quan trong thw
hai 48 tao cac ham méi tr hai hay nhida ham cho
tredoce (a sie tao thanh edc ham hop («se hgp thanhy).
Chéng han, hAm

n="f(x)=yTF
durrgc « hop thanh» tir hai ham donz = g(x) =1 + x*
vau = h () = {7z va c6 th& viét nhr sau:
u = {(x) = h [g(x)]
L dirge hop thanh tir

V1 —x:

Twong ty, hdm u = f(x) =

ba ham:

H. 154. Cac hdm nguwoc nhau

z=g((x)=1-—1x% w = h(2) =Yz vaa=k([=

—1 i 1a co thd viét u= f(x)=Kk[h[g(x]].

w

HAm u — f(x) = sin - dwoc hop thanh t¥ hai hAm
X

z = g(x) = % va u~= h () = sinz.

Ham f (x) = sinl/x khdng xac djnh kbi x = 0 bof vl khi
X = ¢ thi bidu thizc I/x khong c6 nghia. D3 thi ciia ham dic
biét nay c6 mot mdi lién hé ndo a6 v&i 4% thi hinh sin. Ta
hidt sinz = 0 khi z = k7, trong d6 k 1a 86 nguyén bat ky-
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Ngoai ra
kL
1 khi z = (4k + 1)—;—.

sin z = .
—1 kbt z = (4k—1) -

trong 46 k la s6 nguyén tuy §. Do d6 ta co:

l0 khi x =

I
k™
1 2
sin — = }l1 khix = — ’
x ; @dk+1) =
2
‘ - 1khix = ——.
| (4k—1)™

Néu ta dit lién tifpk = 1, 2, 3, 4... thl miu s6 cilla cac
phaAn 88 d6 sé ting vO han, do 46 ma cac gia tr{ x tai 46 ham
sin 1/x c6 gia tri 1, — 1, 0 s& cAng ngdy cang don vio lAn cin
4i¥m x = 0. Giita méi didm nhw vAy va gdéc s& luén luén cé
mot sd lrogng vO han cac dao &fng. DO thi cla hdm s3 ndy
duoc vE trén H.156.

5. Tinh lien tuc DO thi cac ham d&8 xét cho ta mot
bidu twong trire quan v& mét tinh chat goi la tinh lién
tuc. Chiing ta s€ cho dinh ngh¥a chinh xdc khai ni¢m
d6 & §4 sau khi _da dit co s& logic chiit ch& cho khai
nidm gioi han. O dAy ta chi gi6i han trong viéc dién
dat c6 tinh ch&t mo ta, ta néi ring mot ham so 1a lién
tuc n€u do thj clia n6 1a mot duirng cong tron khong
« dirt doan» & d4au c&. Mudn gidi thich mot ham u =
== f(x) 1a lién tyuc hay khong lién tuc tai diém x = xy,

ta 8€ cho bi&n doc

lap x ti€n din lién

e tuc dén gia tri x;
: tir bén phai va tur

s sttt O coe. bén trai. Khi do
) gia tri cfia ham
s st u = f(x) thay doi
n&u nhu ham doé
H.155. x = arctgu khong phai la héing




s6 trong lan cdn di€m x;. Néu gia tri cia ham f(x) din
v6 han dén gia tij i(x;) cGa ham s& tai di€m x = x, da
cbon (¢ dan tén gidi han I(xy)») khong phu thudc vao x
tién d&n x, lir phic nay hay phia khac thita noi ring
ham f(x) lien tyc tai di8m x;,. Néu di€u nay xiy ra tai
mdi di€m x; thugc mot khodng ndo dé thi ta noi rdng
ham la lién tuc trong khoang do.

Du ring mdi ham s8 ¢6 do thi tron laliéntyc, nhung
cling dé xac dinh dugc nhirng ham khong pbéi Ia lién
tuc ¢ moi noi.

: AL
~_ |

»

H. 156. u = sin i
x

¥ |
/

H.157. Su gidn doan H.158. Sy gian doan ra xa votan
bing ¢hwéc nhiy?
Thi dy, ham trén H.157 x4c dinh v&i moi gia tri cda
x theo cong thirc:
fx) =1+ x khix >0
fx) ==14+xkhix 0
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gian doan tai did¢m x; = 0, tai 46 né ¢o6 gia tri—1. Néu
v€ d0 thj ctia ham s8 nay bdng bit chi thi ta nhan thiy
ring tai di2m d6 ta phai nhic but chl khoi to gidly. Khi
ta di din d&n gia tri x; = O thi f(x) din t&i 41. Nhung
gia tri nay khac voi gia tri cia ham s3 tai chinh di¢m
dé, tire 1a —1, Sir kién ham f(x) ti€n t&i —1 khi x ti&n
toi O tir bén trdi chwa phdi la da d& xac nb4n tinh
lien tuyc,

Ham f(x) xac dinh voi moi gia tri x nho cong thirc
f(x) =0 v&i x -£ 0, f(0) = 1 khi x;=0 c6 sir gian doan
ki¥u khac. O day c6 c& gisi han bén phai bén trai va
cdc giéi han d6 biAng nhau nhung gia tri giéGi ban
chung d6 khac £(0). HAm 88 u = {(x) = 1/x2 ma d6 thi
vé trén H.158 con the hién moét kiéu gian doan khac tai
didm x = 0. N&u cho x din t&i 0 tir bit cir phia nao thi
u ciing din toi vo han nbhung dd thi cha ham «dut
doan» tai diém 46, m8i sir thay d8i nhéd clia bién doc
lap x trong 1an c4n di€m x = 0 kéo theo sy thay ddi
rit lon cla bién phy thudc u. No6i cho duing thi gia tri
cia ham khong xac dinh khi x = 0 vl ta khong xem vo
han la mdt s§; boi thé khong thé néi bam f(x) < din
t&i vo han » khi x d@n toi 0.

Cudi cung, sir gidn doan clia ham s v = sinl/x tai
diém x = 0 lai ¢6 dic tinh hoan toan khac (H. 156).

Nhitng thi dg vira néu thé hién mot 88 truedng hop
dién hinh kbhic nhau céia ham khéng lién tuc tai mét
didm x = x; nao do.

1) C6 th® xiy ra trirdng hop hiam sé tré thanh lién
tuc tai di€m x = x, néu ta lam cho né xac dinh hoijc
thay ddi gia tri x4c dinh cda né tai x = x,. Thi du,
ham u = x/x khong ddi bidng 1 véi x = 0, khéng x4c
dinh khi x = 0 vi 0/0 khong c6 nghfa. Nhung néu ta
qui wéc radng gia tri u = 1 ciing towong irng véi gia tri
x = 0 thi ham dugc «¢mé rdng» nhu vay sé lién tuc
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tai moi diém. Ciing s& dat dugc két qua nhwr viy néu
ta thay ddi gia tri clia ham tgi x = O trong thi dy thi
bai vira din; thay cho f(0) = 1 ta d3t f(0) = 0. Gian
doan loai nay goi 14 gian doan khir durgec.

2) Ham dén téi cac gigi han khac nhau tay theo x din
toi x; tir trai hay tir phédi (nhr H. 137).

3) Khong c6 givi han & cé hai phia (nhw H. 156).

4) Ham dan téi vo hen khi x d&n téi x; (nhe H. 158).

Céc gian dogn thugc ba loai sau goi 1a gian doan thirc
su hojc gian dogan khéng khir dugc: ching khong thé
bi khir nh& cach xdc dinh gia trj cia ham tai chi mot
diém x = x,.

* 6, Ham nhitu bién Ta tro lai xét mét cach hé thdng
khai ni¢ém ham. N&u bién doc l4p P la:mét didm cia
mit phing voi céc toa dd x, y va4 n€u méi diém P twong
rng voi mot s8 duy nhit u (cbfng han, u co thé la
khoang cach tir diém P d&n gdc toa do) khi do ta viét:

= f(x,y)
Cach bilu didn nay ciing dirgc dung trong trixéng hop
hai dai lwgng x va y d3 duwec chi ra mét cach tirong
minh nbhu 14 cac bién déc 1ap b&i-chinh cac gia thiét
cla bai toan, Thi dy, 4p suit u ciia chil khi la ham s
clia th& tich x va nhiét d¢ y, dién tich u cda tam giac
la bam s8 u = f(x,y,z) clia d¢ dai ba canh x,y,z cia né.

Ciing nhir d3 thi cho bidu di&n hinb hoc clia ham
mot bi€n, c6 thd thu duoc bidu trgng hinb hoc cia
bam u = f(x,y) hai bién duéi dang m¢t mit trong
khong gian ba chiu vai cac bién x,y,u la cac toa d¢.
Ta cho itng mdt didm (x,y) trong mit phlng x, y v&i
mot diém cia khéng gian c6 cic toa 49 x,y va u = f(x,y).
Nhe viy u = YT —x% — ya dwrge bidu di€n b&i mot nira
mit c¢iu c6 phuong trinh u? 4 x? 4 y? = 1. Ham tuyén
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tinh u = ax - by + ¢ dugc bidu didn boi mot mit
phing, Ham u = xy duoc bidu dién b&i mot mit para-
boloid, hypebolic v,v...

H. 159. Nura mjt ciu H. 160 Paraboloid
h ypebolic

Ciing c6 th® cho mét bidu tweng khac nita clia ham
= f(x,y) ma khong vuwot ra khdi gi¢i ban clia mit
phing x, y nho dudng miec (dwong ndm ngang). Pang
12 Khdo sat « phong cdnh » ba chidu ctia mit u = f(x, y)
trong khong gian ba chidu thi ta lai vé cac « duong murc»

H. 161. Mat dang = f{x,y) H.162. Cac duong mire
cla mit bidu diéntrén H.161

(thrwong lam nhu v4y trén cAc ban d38 dia Iy) ciahim,
Ching la nhitng hinh chi®u trén mit phing x, y cia
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tht cl cac diém clia mit c6 cing m¢t khoing cich u
theo dwdng thing dirng té6i mit phing x, y. Nhirng
duong nay cé phrong trinh deng f(x,y) = ¢, trong do

AN

AN
AN
y/ \
H.163. Cic dudng mirc H. 164. Paraboloid quay.
clamitu=1x + y

<\

¢ la khong ddi doi voi mdi dwong cong. Ching hannhw
ham u = x | y duwgc dic treng bdi hinh 163. Duong
mirc cia mit cdu & mot ho cac duwdng tron ddng tam.
Him u = x? 4 y? twong wng voi mét paraboloid quay
cling dwge dic trung b&i nhitng dwong tron (H. 164)
C6 thé chi do cao u = c bdi cac s§ ghi bén canh méi
dudng cong. Cac hAm nhiéu bién duwoc gip trong vat
ly khi mo td chuy®n ddng clia mot moéi truong lién tuc
ho#c nhitng sir vat kéo dai tuy y. Ta xét mot s¢i day
dan cing giira hai diém trén truc x, sau dé bién dang
no sao cho mot phin tir co6 toa d¢ x bi kéo 1¢n khéi
truc mot khodng nhdt dinh nao dé. N&u budbng day ra
thi noé s& chuydn dong, tirc 14 bat ddu dao dong, khi 46
mot diém (phiin tir) cla day voi toa do ban diu x tai
thoi didm t s& cach truc x mét khodngu ={(x,t). Chuyén
dong ctia dAy dan s& duocxic dinh hoan toan n&u biét
bam u = f(x, t).
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BDinh nghiatinh lién tycddi v&i ham mt bi&n s€ duge
triee ti¥p phat trién trén ham nhidubién. Ta néi him
u = f (x,y) la lidn tuc tai diém x = x,, y = y, néu gi4
tri f (x,y) luon ludn din toi gia tri f (x4, y) khi didm
(%, y) ddn téi didm (x,, y;) theo moi phwrong huong,
bing moi cach.

Tuy nhién, c6 sir khac bist quan trong giira cac him
mot bi&n v4 ham nhiéu bi€n. Trong truéng hop nhiéu
bi€n thi khai niém ham nguoc mit ¥y nghia, vita khong
thé gidi phwong trinh u = f(x, y) (ching han phuong
trinh u = x + y) sao cho médi bi&n d¢c l4p x vay biéu
thi dirge chi bdng m¢t bi&n u. Nhung sir khac biét nay
s€ mét di n€u ta khao sat cac bi€n dbi ho¥c cac anh xa.

*7 Ham va bién dbi. Su twong trng giira cAc diém clia
m{t duong thing | nao d6 (dwge dic trung bdi toa 4o
x trén dedng thing d6) va cic didm cla mot drong
thing I' (dwge dic treng bdi toa 49 x') khobg co gi
khac 1A ham x’ = {(x). Trong truong hop turong irngla
don tri hai chiéu thi ciing c6 ham nguwge x =g(x’). Bién
ddi xa dnh 14 thi du don gidn nhit. Trong truwong hop
tdng quat nhit né duwoc cho béi mét ham phan thire
tuy€n tinh cé6 dang:

< = f(x)=ax <+ b

cX - a’

trong d6 a, b, ¢, d 1 cac hing s3 (& diay ta thira nhén
khong chirng minh).

—dx'--b
cx'— a
Néu ta thi&t 1ap moét 4nh xa clia mit phdng = v&i hé
toa d¢ x, y 1én mot mit phdng khac = voi hé toa do
x’, y° thi h¢ thirc giita ciac di€m khoéng th& cho durge
bing mot ham x* = f(x). O’ day phai xét d&€n hai ham
bai bi&n :

Trong thi du nay, hdm nguoc ¢6 dang x =

X =f(x,y); ¥y =gz y)
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Ching han, mot bién d3i xa anb dugc cho boi mét
h¢ thdng cac ham

g = axtby+te

gx+hy + k

. dx +ey 4+ f

Y = —""——

gx+hy + k
trong d6 a, b... k la cac hdng 88, con x, y vad X', y' 1A
cac toa do tirong rng trong hai mit phdng. Bay gio thi
4nh xa nguoc lgi c6 y nghfa. Ta pbai giai h¢ phuong
tginh da cho doi voi x va y sau
khi biéu thi chiing la x' va y’
V& mit hinh hoc thi diéu nay
dn toi viee thre hién mot anh
xa ngugc cia mit phing = 1én
mit phing ~. Anh xa pay sé
dugce xac dinh m¢t cach don tri
néu twrong irng giira cac diém

£ clta hai mit phing la mt—mot,
H. 165. Can dudng Nhi'rng bién dbl cﬁa mit phé’ing
mirc twong ang di dugc nghién cuun trong topo

khong nhirng chi dugc cho bing
cac phrong trinh dai s8 ma néi chung con dugc cho
boi mot hé tuy y bai ham:
x’ = {(x, y)
y =gx7Y)
voi digu kién chiang xac dinh mét bién ddi m¢t — mot
va lién tyc hai chiéu.

§ 2. GIO1 HAN
1. Gi¢i han cua day a,. Nhu da thdy trong §1, dinh
nghia tinh lién tuc cda mdt bAm dugc dya vao khai
niém gi¢i hgn. Cho dén bay gi¢ it hay nhiu ta di
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dung khai niém do dwdi hinh thire tripe giac. Trong
phin nay va cac phin sau ta s& dra khai ni¢m do vao
mot cach h¢ thdng hon. Ta bit dau véi viée nghién cuu
cac ddy vi diy phin nao don gidn hon ham c6 bién
lién tyc.

Trong churong II ta dd nghién ciu cac ddy s8 a, va
nghién ciru giéi han clia chung voi diéu ki¢n n tdng vo
han hodc « d&n t&i» vo han. Thi dy, day co sd hang

1 1
tdng quat a, = 1. 1, 1 e e (1)
n n

khi n tdng vo han co gioi hgan 0: 1/n— 0 khi n — oe(2).
Ta s c3 géing bidu thj chinh xac y nghia do6. Khi cang
di xa theo ddy, ta thily cac s3 hang cang ngay cang nhd.

Sau s8 haug thir 100 thi cac s6 hang 43 nhd hon IIT;

sau 83 hang thwr 1000 thi dd nh6 hon 1/1000 v.v... Khong
c6 58 hang nao bing 0. Nhiung néu ta di theo day (1)
di xa thi ta c6 thé tin chic rang méi s& hang cia né
s€ khac O nhé bao nhiéu ciing dugc. Trong sy gidi
thich nay con mot didu bién khodn 13 § nghfa clia céc
tr in nghiéng chira hodn toan rd rang. « Ba xa» va
«nho bao nhiéu ciing dugc nghia la gi? Néu te cho
ching nhirng y nghia chinh xac thi s& c6 dugce y nghia
chinh xac cla khai niém gioi han cia mot day,

Mot the hign hinh hoc s& giupta gidi dap v&n d&. Néu
ta biu dién cac s6 hang ciia diy (1) bing nhitng di¢m
tuong ng trén truc s8 thl ta nhan th3y cac s& hang
cla ddy «tap trung» lai 14ncan didm O. Ta chon trén
truc 88 mot doan I ndo d6 c¢6 tam & didm O va cé do
dai 2: sao cho doan tréi trén khodng cach ¢ tir méiphia
clia didm 0. Néu ta ldye = 10, thi t&t nhién moi s8
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hang 2, = 1/n cia ddy s& nim trong doan I. Néu ta 13y
¢ = 1/10 thi m¢t s& 88 hang sé ndm ngoai doan I,
Song, moi s& hang bit diu tir ay tire la

p 1 1 1

T T R T F R

s€ ndm trong I. Tham chi khie¢ = ’131(75 thi chi c6 mét

nghin s6 hang ddu tién khong ndm trong doan I, con
thi vo sd hang bt diu tir a5, nhwr 25505, 21902, A1gggsese
d&u & trong do. RS rang lap luan nay dung voi mei s3
dirong c. N&u dd chon triede sd duong ¢, thi da nénhd
nhu th& nao, bao giv ta cling chon duoce s nguyén dd
16n N sao cho 1,N < <. Do d6, moi 38 hang a, chadiy
‘ma n > N déu nim trong doan I, chi c6 mot s hitu
ban 83 hang a;, a,... ay_, nim ngoai doan 1. Nhitng
m&c co bin & day la: diu tién, do dai dcan 1 dugcexie
dinh bidng cach chon ¢. Sau d6 c6 thé chon 86 nguyén
thich hop N. Qua trinh lra chon ban ddu s8¢ va lira
chon s3 nguyén N tiép sau c6 thé thuc hi¢n duge voi
moi ¢ dwong tuy y khong phu thudc vao do nhd cia
né, chinh diéu nay di tao nén ¥ nghia chinh xac ciia
khing dinh « moi s hang cda diy (1) sai khac 0 mot
lrrong nhé bao nhiéu ciing duge néu nhu ta di du xa
thco diy d6 o,

Tém lai: Gia thir € 1a 88 dwong tay y. Tac6 théchon
mot s8 N nguyén dirong sao cho moi s8 hang a, clia
diy (1) véi n > N déu ndm trong doan I dai 2: va tam
& diém 0. P6 lay nghfa clia hé thirc gioi han (2).

Dira vao thi du trén, bay gi& ta cé6 thé néu dinh nghia
chinh x4c etia khfing dinhtdng quat sau day: «didy sd
thire a;, a4, a,... c6 gioi han a». Ta bao ham sb a bén
trong mét doan I nao doé cia tryc s8; néu doan d6 nhod
thi mot 88 cac a, ¢6 thé ndm ngoai doan nhwng khi n

217



di 1¢n (n > N) thi moi s8 a, phii ndm trong doan L
T&t nhién, c6 th& phdi chon 88 nguyén N rit 16n néu
doan 1d3 chon kha nhd, song du doan I nho bao nhiéu
ciing tdn tai s N vl ta gid thigt ring diy c6 gisi han,

S kidn diy a, c6 gioi han a duge bidu thi bing ky
hiéu nhu sau:

iim a, = a khi n — - ho3ic don gian
a, -+ a khin — o hofclim a, = a.
N —»o00
Néu mot ddy c6 gioi han theo y nghia, vira néu thi duge
goi la ddy hgi tu. Binh nghia tinh hoi tu cha met diy
a, c6 thé phat bidu chiit hon nhur saun:

Ddy ay, ay, a,... goi la c6'gidi han a khin tdng vo han
néu véi méi s6 dwong ¢ tiy § nhé co 1hé cho twong ing
mgot s6 nguyén duong N ( phu thudc vdo ¢) sao cho bat
ding thire a — a, < ¢ (3)dugcthuc hignvoi moi n > N.

Bo 1a mot dién dat tdng quat, «triru trgng » cia khai
niém gioi han cia mot diy. Néu ngroi nao 1dn ddu
tién g#ip dinh nghia nay ma chuwa ném dugc hodc chira
hidu h&t noi dung clia né thi la diéu rét binh thudng.
Tiéc thay, cac tac gid mot 88 sach di ding trén lap
trieong gén nhir theo 18i phé trwrong, dé trinh bay voi
ban doc dinh nghia nay ma khéng ¢6 sy chudn bi chu
d4o, duong nhir la mot sir ha cd d& gidi thich vdn dé
thdp hon chan gi4 tri cla toan hoc, O mei mirc d¢ nao
ddy, dinh nghia doi héi sir thdo ludn gilta bai ngudoi
A va B. A néa yéu cliu: dai luong a cho trude phai
gin cac s8 a, sao cho sai s6 khong vuot qua gidi ban
¢ =¢;. B tra 10i yéu ciu dé béing cich chi ra c6 sy ton
tai mot s nguyén N = N, sao cho moi a, dirng sau
ay, thda min di€u kién néu ra. A dé ra yéu ciu mai

v&i € nhd hon: ¢ = ¢,. B mot 1dn nira lai thoa man yéu
ciu d6 bing cach chon ra dwoc m¢t s3 nguyén lon
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hon N = N, c6 tinh ch&t trong tir v.v... Néu B c6 thé
thda min A trirdc moi yéu cdu da nhd bao nhiéu ma
A déra thi ta c6 mot tinh thé& ¢6 th& bidu thi ngan
gon bing h¢ thirc a, — a.

C6 mot kho khdn nhit dinh v& mit tAm ly trong vi¢e
hinh thanh mét bidu twgng ding din v& khai nié¢m gidi
han. Truc gidc cia chung ta doi hdi mot tu tudng
«ddng» clia gioi han xem nhwr 12 k&t qua clia mot qua
trinh « chuyén dong»: ta di theo ddy s6 nguyén 1, 2,
3... n,... va quan sat hanh vi cia ddy a,. Ta cho doi
85 a, phai cang ngay cang it khiac v&i 83 a. Nhung
quan didm «tir nhién» d6 khongthich hop voi sir dién
dat rd rang vé mit toan hoc. Mudén dat t&¢i mot dinh
nghia chinh xac, cin phai d&o ngwoc qua trinh lap
lugn: dang nh& pbai chu y triréc tién dén bién ddc
lap n, r6i méichi ¥ &n bién a,, ta phai dit co s& cho
dinh nghia clia ta vao vén dé: cin lam gi n€u nhir ta
mudn ki®m tra dirgc v thye chdtkhing dinha, — a. Véi
tinh hinh nhir vay, tregc hét ta phai chon m¢t doan
tiy ¥ nho chira a ri xcm xét voi viéc chon n du i,
litu c6 thé lam cho a, roi vao khoang d6 hay khong,
Sau d6 béng cach dwa vao cac ky hidu c va N d& bidu
thi «m¢t doan tay y nhdé» va «n di lon», ta s€ dat
dén dinh nghla chinh xac cta gi¢i ban.

Bay gio ta xét d&n m¢t thi du khac, day:

1 2 3 4 n
R

v ] ’ oo

2°'3'4'5

trong d6 a, = 2 . Ta khiing dinh lim a, = 1. Néu
n--1

chon mot khodng c6 tam & diém 1 va ldy e = -1-16 thi

khi chon N = 10, ta s& thoa mén yéu ciu (3). Thirc vay:
n n+4+1—n 1 1 .
01— = = <Z — khi n > 10.
o+ 1 n+1 n4+1 10 ~
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Néu véi yéu clu cao hon, ta chon ¢ = L thi voi
1000

N = 1000 yéu ciiu s& dugc théa min. Cir ti€p tuc nhu
vy, d8i v&i s§ duong ¢ tay y dd chen, ta ciing thoa
min dwgc yéu ciu, bing cach chon s8 nguyén N bit

ky 1&6n hon 1 . Qua trinh nay bao gdm, mot 13, viée
€

chon mot khodng nhd tuy ¥ c6 do dai 2c xung quanh
83 a va, hai 13, viéc chirng minh moi 8§ hang cia day
a, cach a nhd hon ¢ n&u nhu ta di theo diy do du xa,
tirc 1A sy mo tA ti mi s kign a, — a. N&u cac sd hang
cla diy a,, ag, ... duge bidu thi dudi dang cac phin
s6 thap phan vo han thi khdng dinh lim a, = a bitu
thj rdng, voi moi s& nguyén dwong m thi m chir s
diu tién clia s3 a, 88 trung voi m chir s8 ddu tién cua
dang thgp phan v6 han ciia s3 a néu nhu dd chon n
di lon, bing N kha lon nao d6 (phu thudc vao m).
Diéu nay that gidn don va twong ung voi vige chone
dudi dang 10—™.

Con co mot dinb nghfa khac rdt goi cam cilia khai
niém gi¢i han. Néu lim a, = a v4 néu ta bao ham
s8 a trong khoanyg I, thi du khoang I nho bao nhiéu,
tdt ci cac s3 a, voi n 1on hon mt s nguyén kha ion
nao d6 N s& nim trong khoang I, tirc 1a c6 khong qua
moét s8 hitu han N — 1 s8 hang trong cac s& hang sau:

a,, 8g, B3, eees AN_1»
c6 thé ndm ngoai doan 1. N&u doan I r&t nhd thi s N
c6 the rd: lon, chfing han bing 100 hojc tham chi
1000 ty, ciing chi c6 mot s& hiru han cac sd hang cua
didy nim & ngoai doan | ; ddng thoi v s6 s hang con
lai s& roi vao trong khodng I. Co th& qui woc noi vé
cac s§ hang cfia mot ddy vd ban nao d6 nhir sau:
« hiu hét» cac sd hang co mot tinh chil ndo d6 trong

220



khi chi c6 mot s hiru han s8 hang (du s8 d6 1on dén
dau- cling khong quan trong) khong cé tinh ch#t dy.
Ching han nhu « hdu hét» cac s8 nguyén dirong 14 16n
hon 1000000000000. Dung thuat nglt d6 ta thiy khdng
dinh lim a, = a twong drong voi khing dinh sau d4y:

Néu I la mot khodng tiy i) c6 tam & diém a thi hiu
hét cdc s5 a, ndm trong khodng nay.

Nhan d4y ta lru y ring khong ciin thidt phii doi hoi
moi s8 hang a, clia diy ¢6 gia tri khac nhau. N6i riéng,
boan téan c¢6 thE thira nhan diroc mot s nao 46 hoic
v0 88, tham chi mot s3 a, co6 thd bing gia tri gioi han
a. Ch8ng han, viéc xét diy s§ a, = 0, a, = 0, ...,
a, = 0 ..., 12 hoan toan h¢p ly va giéi han cda no tat
nhién 14 0.

Nhir 48 noi, diy a, c6 gi¢i han a duwgc goi 14 day
héi ty. Diy khong c6 giéi han dwroce goi 1a didy phdn kij.

Né&u trong diy a,, cdc s8 hang dZu t&ng sao cho sém
hay muén tr& nén lé6n hon mot s K cho trudc tay y
thi ta qui woe noi rlng a, ddn t6i v6 han va vigt la
lim a, = o ho§c a, > co. Thi du: n?— co va2" — oo,
Thu4t ngir nay, tuy c6 ché tién lgi nhung chwa nhit
quan v& ky hiéu, o khong duge xem nhur mot s5. Mot
ddy ddn tai v6 han dugc xem la day phan k.

Ngwoi bit diin hoe thudng mic sai 1im cho ring
viéc chuy®n qua gi¢i han khi n — o ¢6 th& dweec thire
hi¢n biing cich thay th& don giin n = o vao biéu thirc

83 hang tdng quat a,. Chiing ban, 1/n — 0 vi L1_o
Nhung ky hiéu o khong phii 1a mot 83, viéc dung né
trong bitu thirc Lia khong hop phap. Y dinh coi gi&i

ban ciia ddy, la s& hang «cudi cung» clia ddy a, khi
n = oo s& khong dat dwgc muc dich va lAm mo thém
nhén thiec ding din ban chit cia vdn 48,
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} + 4 h-‘: '—--
2 Q4 a 5

H. 166. Day gioi ndi don didu.

2. Cac day don die¢u. Trong dinh nghla tdng quat v&
tinh hoi tu va gioi han’khéng c6 cac yéu chu v& d4c diém
din toi gioi han a cha ddy hoi tu a,, aj, a,.. Mot kiéu
din t&i don gidn nhit, duwgc thire hidn bdi cac diy goi
~ ., -1 2 3 n
la day don diéu, Thidu : day MR R
Mdi 88 hang clia ddy 1&n hon 83 hang dirng triréc né.
Thuc vdy:

n+1=1_ 1
n -4 2 n+4 2
n

>

a,+1 =

1— =
= n+41 n-+1
Mot déy nhur thg, trong d6 a .y > a, dwge goi la day
don diéu tién. Teong tir, mot ddy ma a, > a,1 ching
han nhr 1, 1,2, 1/3... dugc goi la diy don didu lai. Cac
day thudc hai loai nay chi cé thé dan toi gioi han tir
mot phia: «tir trai» ho#c «tir phdi». Nguwoc lai, cé
nhitng ddy «giao dong», ching han — 1, 1/2, —1/3,
1/4... Ddy nay dan téi giéi han 0 «tir ca hai phia».
Diy don di¢u c6 cac tinh chit djc biét don gian.
Mot day loai 6 c6 th® khong gioi néi va téng l1én vo
han, nhw dédy 1, 2, 3, 4,... trong d6 a, = n ho#c ‘day
2, 3, 5, 711,13... trong d6 a, 1A s nguyén td thir n(po).
Trong treéng hgp nay, day dan t&éi vo han. Nhung,
n&u moét diy don didu tign la gisi noi, tirc 1a n&u mdi
56 hang clia n6 nhd hon mét cin trén B nao dé cho
triroc thi, bdng trire giac ta thiy rd rang day phai din
téi mot gioi han a xdc dinh nao d6 khong vugt qua
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8d B. Ta s& ph4t bidu tinh hinh nay thanh mét nguyén
ly cua cac day don diéu: Mt 48y don diéu tién bi chin
trén s hoi tu dén mgt gioi han (d8i voi ddy don diéu
lai bj chn duéi ciing ¢6 mot khing dinh teong tir).
Co didu dic bigt l1a gid tri cia gioi han a khong duoc
cho biét trurdc; dinh 1y khéng dinh n&u cac gid thi&t
néu ra dugc thirc hién thi gi¢i han t6n tqi., Tt nhién
dinh ly nay chi dung véi diu ki¢n truéc do phai dwa
vao s6 vo ti. Néu khong, né s& khong phai bao giv
ciing dung. Thire vdy, trong churong II, ta thdy méi s3
vo ti (V2 chlng han) la giéi han cla m¢t diy don
diéu va gioi ndi gdm céc phan s thap phan hiruti drge
tao nén khi cdt dudi mot phan s thap phan vo han
sau chir sO thir m.

* Tuy ring cac nguyén ty v& diy don diéu la hoan toan
hidn nhién v& miat trye glae va dwge xem nhw moét chén ly
tuyé&t 46i, nhung khdng ¢6 gi ngin can ta (tham chi con rit
¢6 ich) chiung minh n6 huan toan ehit ché theo phong cach
hién dai. Mudn vady phai chung to rdng nguyén Iy nay la két
luan togic cda dinh nghia sd thyc va dinh nghia giéi han.

Gia thiét cac s6 a1 a2, az... lap thanh mot diy don diéu
ting nhung gi®éi noi. Ta cé thd bidu thi cac s6 hang clia diy
dudi dang nhitng phén sé thiap phAn v4 han:

a1 = Al pIp2P3eee
ag = Az, q1qzqyeee
a3 == Ags Iralg.ee

Trong 46 Aj la cac s nguyén coén p;, qi. ..o Vvov 14 cic chid
sd tir 0 dén 9. Bay gid ta theo déi cft s6 nguyén Ay, Az Aj,...
tir trén xudng. V1 diy a1 aes as,... giéi ndi cho nén nhing s§
nguyén ndy khéng th ting 1&n vd han. VI don diéu ting cho
nén cac sd ngayén cua day Ay, Ag, As... phdi con lai khong
d6i sau khi da dat t6i mgt gid iri cuc dai ndo do. Ta ky hiéu
gia tri cuc dai @6 13 A va gid th dat téi né & dong tha N.
Biy gidr ta theo ddi cft thir hai p1, qq, ry,.-. va tap trung chu
y vao déng thit No va cic dong ti€p sau d6. N&u xq la chir
38 lon nh4t xudt hién & cét 46 sau dong thir Ng thi chir 86
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nay sé phiiludnludn xuft hiénsau 1an xuit hignthie nhit do’.
Ta gid thir sy kién nay xay ra & dong thu N; (N, > Ng)
Sau 46 ta lai xét cac chir sé pg, qg, rg... clia ¢t thi ba.
Lap luan twong ty nhir trén s& ching 16 bit diu tir mt s6
nguyén N 2> N; nao d6, cic chir s8 & cdt thir ba s& khdng
461 va bing mot s§ x2 ndo 46. Néu lip lai qua trinh nay cho
cOt thir 4, thir 5... thl ta duge cac chir 88 x3, x4s X5... -V chc
s6 nguyén tuong tng Nj, Ns... D& chung t6 ring s6 a = A,
X1> X2, X3 X4+.» 12 gi&i han cla day a, ag, as,... Thuc vAy, néu
chon € 2> 10™™ thi voi mei n > Ny, phin nguyén va m chir
s6 diu tién sau dfu phly trong cic s3 a, va a s& tring nhaun
tirc 12 hidu /ag—a/ khdng thd vugt qua 10~™. Vi didu nay co
the thge hitn cho mei € bit ky du nhd dén dau bing cach
chon m dd 1&n, cho nén dinh 1y di duwgc chirng minh.

Clng c6 theé ching minh dinh Iy ndy bing cach dia vho
mot trong cac dinh nghia s6 thuc &8& cho trong chwong 1L
Chéng ban, ¢6 the 14y djnh nghia thong qua cac doan 1dng
nbau hoic lat c&t Dédekin. Nhirng chung minh nhu vay c6 thd
tim thiy trong bat ky gi4o trinh giai tich nao.

Nguyen ly vé cac diy dondiéu c¢d th8ap dung viochuong 11
48 dinh nghia tdng va tich hai phan s8 thap phén vé han
duong: a= A, ajazaj.. VA b =B, bibebs ... Khong thd cong
va nhaAn hai biéu thirc nay theocach thong thuong bing cach
bit diu t tdn cung bén phii, vi chung khéng co 56 tin cung
bén phai (48 lam thi duy, ban doc hiy thir cOng hai phan s
thap phan v6 han: 0,33333 .., va 0,989898...). Nhirng. n&u
ky hiéu x, bidu thj m¢t phan s6 thap phaAn hitu han 1a két
qud clia phép chng chc phén s8 thip phan hiru hgn tao nén
khi “cit dudi » cac phan tich thap phan a va b sau chir s
thir n thl diy x1.x2.%3 ... s& don diéu ting va gi¢i ndi (ching
ban, ¢an ¢6 thd 1a s6 A -+ B4 2) Do 46, diy x1, X2, Xze.ec6
gi¢i han vi ta c6 th& thira nhan djnh nghla sau day

a - b = limx, :
Ciing c6 thd djnh nghia tich ab nhé mét qua trinh twong tu.
Cé th phat tri¥n nhitng dinh nghia nay cho mgi trudng hop
a va b Ja nhitng s6 duong hojc Am tuy ¥ biing cach ap dung
nhirng qui tic s6 hoc théong thuéng.

* Néu khong thé thi diy aj, ag, ag... s& khéng cén 1a don
diéu ting nita.
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Vai tro quan trong cha khai nidm giéi han thd
hi¢n & chd nhiéu s& chi c¢6 thé dinh nghia dwge nhur la
nhitng gi¢i han (thwong 1 gidi han clia nhirng diy don
diéu ting). Pigu dé gidi thich tai sao trudng sd hiru ti,
trong d6 khidng t6n tai nhirng gioi han nhur vay, 14 qua
chit hep so voi nhu cdu cia toan hoc.

3. S6 Ole ¢ Ngay sau khi Ofle cdng b3 tac phim
«Introduction in Analysin Infinitorum»* nim 1748,
s§ e d& chi€ém dugec vi tri quan trong trong toan hoc
bén canh s8 Acsimet x. S8 niy cho ta m{t minh hoa
tuyét dep cho vdn d8 st dung nguyén ly v& cac diy
don diéu d& xac dinh mot 58 thirc moi. Ding cAch viét
vin tit thong thudng cho tich cla n s8 nguyén diu
tién: n! = 1.2.3... n, ta khé&o sat day a;, a,, a; ...,
trong do

- 1,1, 1.1 1
w=l+ ratatat-ta @
Cac s8 hang cia ddy a, don di¢u tiing via,. suy ra
diroc tir a, bing cach thém vao m¢t s8 hang duong

1 . Ngoai ra, céc gia tri a, bi chin trén

(mn4+1)!
a, < B=3, ®)
Thyc vay, ta ¢co:
1_11 1 11 11
sl, 2°3° " "s 22" "2 21?
tir d6 suy ra:
an<l+1+l+l+-l-+m+-l—-—-=
2 2% 2 2°-1

1\®
=1+ 1_(5-_1_) =1+2[l——(—12-)n]<3.

1 — =

2
* Tiéng Latinh: ¢ Nhip mon giai tich vO hen»
15+—2051 2



(0 day ta dung dén cong thirc cho tdng cia n s hang
diu tidn caa c&p s8 nhan. Trong trwdng hop nay, theo
nguyén ly vé cac diay don diéu, a, phai didn toi mot
gigi han nao d6 khi n d3n t&i vo han, ¢iéi han nay
dugc ky hiéu béi chir e. Mudn bidu thj sir kién e = lima,,
ta co thé viét e dedi dang «mot chudi vo hans:

1 1 1 1 :
e=ldqrHgyrteyttort- ©

«DBdng nhit thie» nay voi mot ddy ddu chim & cudi
1A mot phuwong phap khac don gidn dé€ bidu thi hai
kbdng dinh sau déy:

1 1 1 1
W=t gttt ety
a,—» ¢ khi n— oo
Chudi (6) cho phép tinh dirge e véi do chinh xac tuy ¥.
Ch&ng han, téng (vdi 9 chit sd) cac 38 hang cha chudi
(6) dén 1/121 bdng s6 X = 2,71828183... (cac ban thir
lai xem!). «Sai s8», tirc 13 hi¢u gifra gia tri gdn ding
do6 voi gia tri thire clia e cling danh gia dugc dé dang.
D&i voi higu e — X ta c6 biéu thire:

1 1 1 1 11
_— —_— aes — 1 —_— —_— by X TUN B
31 T1ar <131(+13+1a2+13°*')
- 1 1 1
317 _ 1 12 12

S& ndy nho dé&n ndi khéng the anh budng dén chir s§
thir 9, vi th€ n&u chip nhan mot sai s c6 thé duge &
chi¥ s8 cudi cung clia gi4 tri dd néu & trén thi ta duge
mot ding thirc gin ding gdm c6 t4m chir s8 ding sau
day chae:

e ~ 2,7182818

* ~ - ~ 40 ” N .
.. S0 ¢ la s§ud ti. Musn chirng minh, ta gia th1dt ngwee lai:
gia thir e = p/q, trong 46 p va q la nhitng s nguyén, r8i
dua 8n mau thuin a8 két ludn v& sy khong dung cla gia
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thiét. V1 ta bi&t rdng 2 << e << 3 va ¢ khong the 12 s§ nguyén,
cho nén q it nhit phdi biing 2. Nhian ¢3 hai vé& clia diiug thire
(6) voi ! = 1.2.83... 4. ta duyce:

eq! = p.23.. (q=1) = [l 4 q! + 3.4.. q+ 45... ¢ +

1 1
+ (q—-1) g+ e 7
1 qdl(l]_‘}—q-i'l—*- (q+l)(q+2)+ @)
T&t nhien & vé trai ta co mot s6 nguyen. O vé phii, s6
hang trong déu in6c ciing 1a mét s6 nguyén. Phdn con lai &
v& phai l& mot 8 dwong nhd hon 1/2, tire 1a khong nguyen.

+...

Thuc v3y. vt q > 2 cho néncaoc s6 hang clia chudi

1+1
kbhdng wugt qui cac s6 hang tucng #ng cla cip s6 nban
1 1
Lol
3 82 3‘!

N 1
ma tong 1A —]—.—1= ?.

Nhir vay, cdng thiuc (7) 12 vo6 19 % s8 nguyén & vé trai khéng
th? bing .83 & v& phdi vl s§ sau nay la tdng clia méts6 ngayen
va mdt s3 dwong nhd hon 1/3 (khong nguyen).

4. S6 = Trong to&n hoc & nha trudng, ta di biét d¢
dai dudng trom ban kinh don vi ¢6 thd dinh nghfa nhur
gi¢i han cla ddy chu vi cAc da glac d8u khi s§ canh
cia chung ting vé6 han. D¢ dai
dudng tron xac dinh nhir vay
dugc ky hiéu 1a 2x, Chinh xac
bon, n&u ky hitu chu vi da giac
déu n cgnh noi ti€p la p,, chu
vi da gidc d€u n canh ngoaitiép
la g,thi b3t d4ng thirc sau diing
pn < 2n < q,. Khi n téing, hai
ddy p, va q, don di¢u din dén
2%, Tai mdi luc ta dugec mot sai g, g7, x4p xi dwong

s8 ngay cang nhd cia p, V& q, trén bAng chc da gisc
ddi voi 38 2x.
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Ta dii ¢ biéu thirc:
Dom = 2NV2 - \’2_4.:\/21:

chira m — 1 cidn thirc, Co thé dung cdng thuc nay as
tinh gia tri gin dung cla s32x.

S8 n 1a 83 nhu thé nao ? Bit ding thirc p, < 2r < q,
s¢ gidi dap diy da vdn d& d6 khi trién khai diy cic
doan 15ng nhau thu din dén di®m 3x. Nhung ta con
mudn bi&t nhiéu hon vi cau gidi dip do chwra noi gi v&
ban chiit s& x : 1a s& hiu ti hofic vo ti, dai s6 hojc situ
viet? S8 = 1a s3 siéu viét, do do6 no la sd vo ti. Chirng
minh clia Limbe (1728—1777) v& tinh vo ti cia = 1a rét
kho, khong the neu ra & day. Tuy nhién, c6 thd thong
bao mot loat k&t qui nghién ciru vé s8 =. Luu y rdng
38 nguyén la co s& quan trong ciia toén hoc, ta ¢6 thé
néu ra vin d&: lidu s8 = c6 mdi lién h¢ don gian va
trire ti€p voi sO nguyén hay khong ? Du phan tich thap
phan cia s& = di dugc tinh toan d&€n vai trim chir s6
thdp phan, nhung ciing khong phat hién dugc mét qui
luat ndo. Diéu nay khong c6 gi la vi hdu nhu nvasd 10
khéng co6 gl chung véi nhau. Song, Ole (thé ky XVIII) va
nhitng nguoi kbac da tim dirge nhirng bidu thircrit dep
liénhé s6 x voi céc s8 nguyén nhor cae chudi va cactich vo
han. Nhitng cong thitc don gian nhit c618 14 nhir sau:

n

1 1 1
— = 1 —_— — _— e - X
4 3 + 5 7 +

biduthj = nhu la giéi han khi n ting ciia tdng

I3

1

2n41
Ta s& suy ra cong thirc nay & chwong VIII. Sau dAy
1a ot chudi vo han khac d& tinh 88 = :
= _ 1 1 ,1,1,1,1
6—P+§+§+3+§+§+m

1
S = 1= g =+ (D0
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Con mot bidu thirc ky la nira cho 83 = dd dwge nba
toan hoc Aunh Gion Uodlix (1616 — 1703) tim ra. Cong
thirc clia ony kbing dinh nle sau:

2 2 4 4 6 6 2
? ' 5 7 2n—1" 2n+1

1 "3 "3 " 5°

kbi n — oo,
N6 thuong dirge viét dudi dang vin tdt nhe sau:
T 2 2 4 4 6 6 8 . 8

_— = — —_— —_— —_— —— — R

2 1 33 5 57 79
(c4c biéu thirc twong tir nhw v& phai dwge goi la cdc
tichvé han).

Chirng minh clia hai c¢dng thirc cudi ciing nay co thé
¢6 & bit ky mot gido trinh gidi tich hoan chinh nao.

5. Phan s6 lien tuc Nhirng qua trinh vo han rit 1y thu
thuirng xdy ra cang v&icac phan s3 lién tuc. Mot phan
83 hiru ban nbu sau:

—El);"=3+ ——1‘1‘—’
24 1

14—

n
2

LYY

chinh 1A mét s3 hiru ti nao d6. Ta dé chirng minh ring
mdi 38 hitu ti c6 th& bidu dién dwge dudi dang nhu
th& nher algorit Oclid. Song, trong trixong hep cac 83 vo
ti thi algorit d6 khong két thic sau mot s3 hiru han bhép
tinh, Trai lai, n6 dwa dén mot diy cac phan sé ngay
cang dai, trong d6 mdi phan s chinh 12 mét s hiru ti.
Pic biét, moi 56 dai s thuwe bAc hai dBu co the bidu
dién dirgc béing cach nhkwr vay. Chidng han, ta xét s§
x = V 2 — 114 nghidm cha phrong trinh bac hai:

x2 -} 2x = 1 hoj¢c x = 1 .

2+4+x
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1

Néu thay x trong v& phai b&i phan thac Y mt

X

lin nita thi ta co bicu thntc:
I 1

X = -—-——1——,\'8 Saud6X= 1 L
2 4+ ——— 2 o ——
2 4+x 2+ 1
24x
Yo Voo, 82U N € burére» ta durge didng thire:
X = 1 1
24—
24— (n « budcyr)
+2+...

1
) + 2‘:}
N&u n dén t&i vo han, ta duge ot «phén 86 lién tuc
v0 hans

V2 =14 1

2 4+ !

24 1

2+ aee
Cong thirc dfc biet nay da lién he s& y2 vol cic 88
nguyén bidng m¢t phirong thirc la hon nhiéu so véi

phan tich thap phan cda Y2, ma trong phan tich nay
ta khong phat hién duwgc mot tinh déu din nao trong
str xen k& cac chir s§ thip phan ci,

B3i vai nghiém dwong clta phirong trinh bac hai tuy

y ¢6 dang: x?*==ax 4+ | hojc x =2 +—l—,tac0phantich
X
1

x=4a-4 3
a+

1
a+a+ vee
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Cbing han, dit a = 1 ta c6

1+

1

1
14+ 2
+1+...

Céc thi du nay la nhirag trudng hop riéng cia mot
dinh 1y tdng quat kbing dinh nghiem thire cia mgt
phuong trinh bac hai c6 hé s6 nguyén phan tich dicgc
thanh cdc phadn s6 lién tyc tudn hoan twong tr nhu cac

80 hitu ti phan tich dwec thanh phan sO thdp phan
tulin hoan.

Ole da tim dwgc nhitng phan tich thanh phan s3 lién
tuc cho cac s8 e va = kha don gian. Ta néu ra nhung
khong chirng minh:

e =2+ 1 T
14—
2 4 T
14 i
14 1
4 + i
1+ 1
L+%+=
e= 2} ! 1
1+ ———
2 f S —
34 i
4+ 5
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® _ 1
= 5 _
2 4 52
2 + =5
2+

§ 3. GIO'I HAN TRONG SU XXP Xi LIEN TyC

1. Mo dau. Cac dinh nghia tdng quat. Trong § 2 ta
da dat t6i mot dinh nghia chinh x4c clia kbhidng dinh
«Diy a, (tirc 14 ham a, = I (n) véi bién tir nhién n)
¢6 giti han a khi n ddn t&i v6 han». Bay gio ta cho
khiing dinh: ¢« Ham u = { (x) v&i bi¢n lién tuc x ¢6 givi
han a khi x d&n d€n gia tri x; » mot dinh nghia trongirng.

Khai ni¢m gidi han trong sy x&p xi lién tuc clia bién
déc lip x dudi hinh thirc trirc gide dd duwgce dungtrong
§ 1, muc 5, khi ta phai xdc dinh xem ham s8 dang xét
¢6 lién tyc tai mot diém cho truedc hay khong.

X 4 x?
x
xac dinh v&i moi x khac 0, miu s& triét tidu voi &€ = 0.
v Néu v& do6 thi cha hAm y = f ()
cho nhitng gid tri x ¢ lan cén
di&€m O thi t4t nhién khi x «din
téi» 0 tir b&t ky phia nao, cac
gia tri trong ¥ng u=f (x) «din
téi» gioi han 1. Mudn mod ta
chinh x&c sir kién nay, ta tim

< m¢t cong Lhirc twong minh cho
x + ¥’ higu giita gia trj chia ham f (%)
x v&i s8 khong ddi 1:

Ta lai b4t d&u bing mot thi du. Ham f (x) =

H. 1680 u =




r(!)-—-]:x ro

— 1 ==

X
X433 —x x*

x T x
Néu ta qui woc chi xét nhitng gia tri x din d&n O
nhung khéng biing 0 (d8i voi x=0 ham 3 f (x) khong'
xic dinh), ta ¢6 thd chia tir vA méu cho x va duge mot
cong thirc don gian hon:

f(x) —1=1x2

RS rang c¢ the 1am cho hi¢u d6 nhd tity § bAng cich
gidi han sy bién thién ciia bién x dd nhé trong lan
cdn gid tri x = 0, Chiing han khi x = - 1/10 ta cé
f(x) — 1 = 1/100; khi x = - 17100 ta ¢o f(x) — 1 =
= 1/1000 v.v... Tdna quat, néu ¢ 14 mot sd duong ndo
do, thi du né nhd bao nhiéu, hitu gitra £{x) va | s& nhd
hon ¢ néu khoang cich tir di¢m x dén dicm Onhé hon.
86 6 = }/?,

Thue vay, ndu |x|<<Ve  thi
[f(x) —1]= | x| <ce.

S trong tw véi dinh nghia gi¢i han cla didy mata
dé néu 1a hoan.toan. Ta di chon dinh nghia: moét ddy
a, €6 gioi han a khi n dan t&i vo6 han néu, tng voi
mdi 88 duong € nhd bao nhiéu ciing duge, c6 mot sé
nguyén N (phuy thudc vao ¢) sao cho bt déng thirc
| a, —a | < ¢ ding véi moi n thda mén bit déng thirc
n >N,

Trong treong hop ham f(x) ciia bién lién tyc x khi
x dan t&i mot gia tri hiru han x; nao do, ta thay thé tu
«n da lén» (d4c trieng bdi s& N) bing tir « dd gin x;3
(ddc trung boi 85 &) va di d€n dinh nghia gioi han
trong xép xI lién tyc sau day, do Kosi phat bidu 1an diu
tién vao khoang nam 1820: Ham f(x) c6 gi¢i han a khi
x dén toi gia tri x, néu véi mbi sd dwong (nho tay ¥)e
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tim dugc mot s8 dwong & (phy thugc vao €) sao cho
/f(x) —a/ <t voi moi x #x, théa min b&t ding
thotc/x — x; / < &
Néu xay ra nhe thé, ta vigt: f(x) — a khi x — x;.
x4 x3
x

Trong trudong hep [(x) = ta d& chirng minb
réng ham f(x) ¢6 giti han 1 khi x din dén x; = 0. O
day chi ciin chon & = y¢ la du.

2. Nhongchay vé khai ni¢m gioi han. Dinh nghia
%, & clia gioi han 1a két qua clia nhitng cd géng va mo
mam hang th& ky, né ti€p thu k&t qud clia nhirng nd
Irc khong biét mét mdi nhdm d§t cho khai niém gioi
han mot co s& todn hoc lanh manh. Bdi voi nhirng
khai niém quan trong nhit cua giai tich — dao ham va
tich phan — khong th& c¢6 cach dinh nghia nao khéac
ngoai vi¢e chuvén qua gioi han. Nhung trong mét thoi
gian dai thi viéc thong hi€u ro rang va dinh nghia chat
<h& ban than khai ni¢m gioi han dd la nhitng kho khin
chura vugt qua ndi.

Khi nghién ciru cac chuy&n dong néi rieng va nhirng
bi&€n ddi tuy v néi chung, cic nha todn hoc thé ky XVII
va XVIII dd thira nhan khai ni¢m dai lrgng x bién ddi
lién tuc dan dén gia tri giéi han x; 14 mot cai gi kha
trirc quan va khong cin phin tich sdu hon nita. Ho
xét mot dai lugng khac u = f(x) phu thudc vao thdi
gian hodc phy thudc vao mot dai luwgng x bat ky nao
khac phu thuoe vao thoi gian. Con lai mot vAn d&: cdn
gan cho bidu twgng f(x) «¢dén téiv» m4t gia tri a xac
dinh khi x di d¢ng dén x; mot y nghia todn hoc chinb
xac nhu th& nao?

Nhwng ngay tir théi 7Z&nén va cac nghich ly clia ong,
moi ¢d géng nhiim dién dat mot cach toan hoc va chinh
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xic khai niém trye gidc vat ly hojc si¢u hinh v& mgt
chuy&n dong lién tyc, déu kbong co két qua. Khong co
khé khin trong viéc theo doi tirng buwdc mot day gia
tri cu thé ay, ag, a,,... Nhung khicho biénlién tuc x chay
trén toan bo mot khoang gia Lriclha truc s0 thi viéc
mo ta x « din téi» mot gia tri cho trudc x;1a khé
khong thé chi ra nhitng gia tri thira nhdn dwoc lién
tiép & trong khoényg d6 theo thir tir ting ddn cha chung,
Thye vay, cac di€m clia duong thing la mot tap hop
tra mat khép noi, khong c6 nhirng di€ém « di ti€p sau»
diém cho trudc. Con tdn tai sir sai khiac khong tranh
khoi gitra tur twdng trire gidac voi ngon nglr toan hoc
chinh xac dang d& md 1a bdng cac thuat ngir khoa hoc
14 logic nhirng vin d& co ban cla tu twdng do. Cic
nghich 1y clia Zéno6n di phat hign rit rd sir khéong pha
hop do,

Thanh tiru quan trong cua Kosi 1a 0ng dd nhdn thuc
duge ré rang rdng voi muc d¢ cua nhirng khai niém
toan hoc thi phai tir bd moi sir vién c& vao bidu twgng
frrrc giac vé chuyln dong lién tuc. Khi da tir bo ¥ do
dira vao nhitng gidi thich siéu hinh va thira nhan sir
giai quy&t blng lap luan trén manh dat cia cic khai
niém toan hoc chit ché, ta thurong dat dugc mot tign
bd khoa hoc chAn chinh phd hgp voi nhitng «sir kién
d3 quan sat» trong vat ly hoc. N&u ta phan tich mot
cach logic xem phai hidu «sy xdp xi lién tuc» 1a gi va
<6 nhirng phirong phap nao d@ thir lai tirng trirong hop
riéng biét, ta s& phdi thira nhindinh nghfa ma Kosi da
phat bidu, chir khong cé cich nao khac. Binh nghia d6
14 mot dinh nghia tinh; né khong dua trén tu twong
trirc giac vé chuy&n dong. Va lai, chi mét dinh nghia
tinh nhir vdy moi cho phép gidi thich toan hoc chinh
xic ban than chuyén dong lién tyc va giai quy#t nhirng
nghich 1y ctia Z&nén, it nhdt 14 nhirng phén toin hec
cua ching,.
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Trong dinh nghia qua ¢, 0 thi bi€én d¢c lap khong
«chuy&n dong», nd khong « hurong toi» va khong din
toi « gioi han» x; trong bit cr mot y nghia vat ly ndo.
Thuc ra, khi nhitng thanh ngir d6 ciing nhir ky higu
(—)con dugyce gilr lai, nha toan hoc hoan toan khong
bat bugc phai tir bd nhirng quan niém truc giac co ich
ltén kél voi nhitng tir va ky hi¢u ady. Nhung, trong moL,
treong hgp cu thé, khi phai gidi dap vin dé c6 hay
khéng c¢o gioi han thi phdi vién dén ban than dinh
nghia ¢, . Cau hoi vé vin dé dinh nghia do phu hop
dén mirc d6 nao véi quan ni¢m «dong» trigc giac vé
sir din toi gioi han ciing twong dirong v&i cau hoi: cac
tien ¢é hinh hoc mo ta caima ta goi 1a khong gian (voi
v nghia truc giac) dén mirc do nio ?

Trong chirng mirc ndo d6 cd hai cach dién dat déu
tao khd néng lam viéc bdng tudng tuong, ddng thoi
tao ra m¢t co s&¢ toan hoc thich hop d& xdy dyng v&
logic sau nay.

Ciing nhw giéi han cla diy, chia khéa d& nban thirc
ding d4n dinh nghia Kési 1a vi¢c lwuy d&n trat ty ctip
nhién» ma trong dé cac bién duoc xem xét. Trirde hét,
ta d&y dénc4n ¢ cla bién phu thude, sau dé ¢d ing x4ac
dinh c4n thich hop cha bién d¢c lap. Khitanéi ¢ f(x)—a
khi x — ¥;» thi ta chi legebot ¥ noéi Ién qua trinh nay
c6 the duoc thire hién ddi voi 88 duong ¢ tay y.

Dic biét 1a khong ¢6 mot bo phan nio trong khing
dinh do, chfing han « x — x,» ¢6 ¥y nghfa tir than ca.

Con phai nhiin manh ditu sau day. Khi bujc x « din
toi x; » ta c6 thé cho phép x hodic lon hon, hoic nhé
hon x;, nhueng do yéu ciu x — x;, kha ning béing x; 18
rang phéi loai trir; x ddn toi x, nhueng khong bao gio
x nhan gia tri x;. B&i vy, ¢6 th& ap dung dinh nghia
clia ta ddi voi cac ham 88 khéng xéc dinh hoin toam
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khi x = x,, nhung lai ¢6 moét gidi han ndo do khix
d&n i x,. Viée loai trir gia tri x=x, tirong ung voi sie
ki¢n 14, khi xét dAy a, khi n—soo(thi du, gioi han a,=1/n),
ta khong bao gior djt trong cong thirc gia tri n = oo,

Tuy nhién, n6i dén ham f(x) thi, khi x din toi x;, ta
khong ¢cAm né din toi gioi han a sao cho voi nhitng
gid tri x = x; ndo do, ding thirc f(x) = a dugc thre
hi¢n., Chiing han, khi khdo sat ham s& f(x) = x/x v6i x
din téi 0, takhéngbao giocho phép x bing 0, nhung trai
1ai, d&ng thwuc f(x) = 1 dung vOi moi x <= 0 va, gibi
ban a tdn tai va bing 1 la theo dung dinh nghTa.

3. Gi¢i hgn —2X

Néu bitu thj mot géc do bing

X
sinx
X

radian, thi bidu thirc

dwge xac djnh véi moi gi

tri xtrir gia tri x =0, tai ddy n6 c6 dang % khéng

6 nghta. Nhy bang ham s8 lwgng giac, ban doc c6 thé
sinx

tinh dugc gia tri cha d8i voi nhitng gia tri nho

x
ctia x. Nhirng bdng nay thwong cho goc voi s8 do bing
49, ta nh& lai (xem § 1, muc 2), 33 do d¢ y lién hé v&i

T

80 do radian x b&di hé thic x = 5 y = 0,01 745y

(chinh xic d&n chit s§ thap phan thir ndm). Tir bang
bdn chit s3 ta tim dwgc cac gia tri sau day:

.J | sin x .
y e sin x | x
160 0,1745 0,1736 0,9948
50 0,0873 0,0872 0,9988 ‘
20 0,049 0,0349 1,0000
10 0.0175 0.0175 1.0000 !
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Tuy rdng & ddy d¢ chinh x4ic ciia cac s8 chi gidi han
& chir 88 thir tir, nhwng cac két qua trém goi ¥ ta:

sinx

X

—1khix—0 (1)

BAy gitrta trinh bay chirng minh chit ch& cho hé thue

giéi han nay.

H. 169. BAt aing thye
lrong giac co bian.

Theo dinh nghia (qua hinh tron
don vi) cha cic ham s8 lrong
giac, ta c6 cdc hé thuc sau day
d%i voi dai lugng x la sb do
radian ctia goc BOC (xem H. 169)

v&i han ché 0 < x <%
Diéntich tamgiac OBC=1,2 1.sinx.
Dién tich quat tron OBC = %— x

Dién tich tam gidc OAB = 12 . 1.tgx.
Tir d6 suy ra bit dng thire kép:
sinx << x < tgx
chia cho sinx ta dugc

1
1< —
sinx cosx
ho3c cosy < 28X 1 2
X
Nhung mit khac: v
14 cosx 1 -—cos’x _ sin’

1— cosx = (1 —cosx).

<= sin®x.

1 4 cosx "1 4 cosx " 14-cosx

Vi sinx < z cho nén tir d6 suy ra:
1-cosx<x (6)) hojc 1 —x? < cosx.
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Phdi hop véi bdt ding thie (2), ta duwoc bit déng

thire :

sinx
x

Ta gia thidt 0 < x < % , song bat ding thirc (4) con:

1—-x2< <1 4y

sin(—x) _ —sinx _ sinx
—x —x x

dungkhi—% <x<O0vi

va (—x)? = x2

H¢ thirc gioi han (1) dwrge suy ra ngay tir b3t ding
thirc (4). Thire vay, biéu gifra sinx/x va 1 nho hon x%,
con x2 c6 the trd thanh nhd hon 8 ¢ tuy y néu chon
x| < d=1e.

4. Giti han khi x — oo Néu bién lién tyc x da 1én
thi bam f(x)=1/x tr& nén nhd tuy y hodc «dan t&i 0.
Thirc vay, sir bin thién clia ham d6 khi x ting, vé&
thye chat chinh 1a sy bi€n thién cta diy 1/n khi n
ting. Ta dura ra dinh nghia tdng quat: Ham f(x) cé
9idi han a khi x din téi vo han va viét digu d6 dudi
dang:

f(x) » a khi x — oo
néu v6i mél so ¢ duwong tixy y nhé, cé th chon mét sé.
duong K (phy thudc vao €) sao cho bit ddng thirc :
I(x) —aj<ce
dugc thuc hign voi diéu kién | x| > K.
DP3i voi ham f(x) = 1/x thi a = 0 vi chi cln chon

K = 1 . Ban doc c6 th& gidi thich dugc diéu do-
€
nhanh chéng.

§ 4. PINH NGHIA cHINH XAcC TINH LIEN TUC

& §1, muc 5 ta di dwa ra dinh nghia sau day v&
tinh lién tuc ciia ham: ham f{(x) la lién tuc tai didm
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x = x, néu khi x din t&i x,, dai legng f(x) dan toi
gioi ban béing f(x,). Néu phan tich cach dién dat nay
ta lbdy c6 ngu y thuc hién hai yéu cau sau day:

a) ton tai gioi han a cia ham f(x) khi bién x tién
ddn toi giéi han x,.

b) gi&i han a d6 phai bing i (x,).

Néu trong dinh nghia giéi han & §3 muc 1 ta thay a
boi gia tri (x,) cia né thi didu ki&n lién tuc c6 dang
sau: ham f (x) IA lién tuc khi x = x,, n€u v&i mot s8¢
duwong nhd tay y c6 th® chon mot s dwong & (phu
thudc vao €) sao cho bdt ddng thirc:

() —f(xy) | <t
la ding voi moi x théa min didu kign | x-x, ] << d (&
d4y, han ch& x -+~ x; dwgc duwa vio trong dinh nghia
gioi han 1A thira vi bt ding thire | f(x) —f(x) | <
dugc théa min khi x = x).

D& lam thi dy, ta s& x4c nhan tinh lién tuc cia ham
f (x) = x3 tai diém x; = 0 chlng han. Ta cé f(x,) =
0% = 0. Chon mét 85 € dwong nhd, chiing han £ = 1/1000.
Ta céin chitng minh ring néu giéi han & cac gia tri cha
x din téi 0, ta s& dwoc nhirng gia tri twong irng cla
ham f (x) khac 0 mét legng nhé hon 1/1000, tirc 1A bao
ham gita — 1/1000 va 4 1/1000. Ta th&y ngay ring gia
tri f (x) khéng vuirgt ra khoi chc can d6 n€u ta han ch&
sir bi&n thién clia x & c4c gia tri khac 0 mot hrgng nhd

hon § = V_l___ = 1 . Thuc vy, néu | x| < 1 thi
1000 10 ) 10

JI(x)/ =/ %%, < 1/1000. Hoan toan twrong ti, ta cé6 th&
chon mét gia tri b8t ky ¢ = 10—¢, 10-3 hoic v.v... thay

1 —
choe = 1000 ° 88 & = {c s& théa min yéu clu vi tir

bdt ddng thuc | x | <V ¢ suy ra durgc bt dingthirc | f(x)]

=]|x3| <ce.
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Dira vao dinh nghfa tinh lién tuc nhéo ¢, & c6 thé
chirng minbh moi da thirc, moi ham hiru ti v4 him
lugng gisc déu lién tuc & mot didm b3t ky trir nhirng
gid trico lgp x mA lan cdn nhirng gia tridoham tro nén
v0 han.

NE&u lién t1& dinh nghia lién tuc voi do thi cha ham
u=f(x) ta cé6 thé¢ cho dinh nghia d6 mg¢t dang thire
hinh hoc nhur sau. Chon mét sd ¢ > o nao doé va vé
nhing dudng thing song song voi truc x & do cao
f(x,)—¢ vA [ (x;)+ ¢ so voi truc x. Bay gio cdn tim
mot s§ deong & sao cho moi phin ciia d6 th; nidim bén
trong mot dai thing dirng c6 chiéu r¢ng 2 lin can x,
cling dwgc chira bén trong mot dai ndm ngang rong 2¢
lan can f (x,). Hinh 170 chi ra m¢t ham s3 lién tuc tai
diém x,, hinh 171 chi ra m¢i ham sd c6 gian doan tai

u

\ Up=====mmoemgee \ 2
P N C\:?f./ ‘ :\J
é -7

b 20 X, X
. t

) - \\/{—\
x, Zz

H. 170. lIhm lién tuc tai di&m H. 171, [[am ¢6 gian doan tai
X == x4 diém x = xy

di®m d6. Trong truong hop thir hai thi mot dai thing

dirng 1an can x; c6 hep dén dau, ciing chua phéan cia

d6 thi ndm & ngoai dii ndm ngang c6 chiéu rong 2-,

Néu 1o khdng dinh mét ham u = f(x) cho trudce la liégntuc
tai di¥m x = x1 thi didu pay c6 nghia la tdi d& cam két vai
cac ban nhir sau

Cac ban chon mdt sd dwong € tiy y, nho bao nhitu ciing
dirge. ‘To1 s& phdi tlm mot & duong O sao cho bit déng thic
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| x—x1 1 < & kéo theu pit dang thiee | f(x) — f(xp) | < &
Nhwng, toi khdng can phai tim mét s& O thich hep véi moi €
mi cac ban s& néu ra ti€p sau d6; viée chon S ctia toi phu
thude vao viée chon € clia cae ban. N&u cac bgn ehon dwrge
duchi mét € ma t6f khong tim &uwgc cho né mot O thieh hop
thi téi s& thua cufc — didu khdng djnh cia téi bhi hac bd. BE
ching t6 ring t6i c6 th& thuc hién diwrge didu cam két cha
minh trong truong hgp mét ham s8 cu the u = {(x), tdi phai
lap duge mot cach twérng minh moét ham dwong & = () xac
dinh vé&t moi s§ duwrong €. Pdi v6i ham nay t6i c6 thé chirng
minh ring tir bit dfmg thite | x—x1 | < O suy ra bat ding
thiee | f(x) - 1(xy) | \8. P&t v6éi ham u= f(x) = x3tai x =10
tht ham & = @) 1a & = {/¢.

Bdy gio t.i ta d3 thily rd riing dinh nghia tinh lién
tuc nho ¢, & khong mau thudn voi nhirng diéu mata
goi la ccac sy kién dii quan sat duoc» cta ham so.
Nhu vay, no sé pha hgp voi mot nguyén tic cia khoa
hoc hién dai dé cap dén tiéu chudn hiru ich cia mot
khai niém nao do ho#ccha ¢ sirton tai» mot hién tuong
nao d6 la kha niing tripc ti€p quan sat no (voi v nghia
khoa hoc) ho#ic qui n6 thanh nhitng sir kién quan sat
duge.

§ 5. HAI BINH LY CO BAN VE HAM LIEN TUC

1. Dinh ly Bolxans Berna Bdlxano (1781 — 1848),
mét linh muc thién chda gido, m¢t ngudi am hidu vé
triét hoc kinh vién, dd la mot trong nhirng ngudi ddu
tién dua vao giai tich toan hoc khai niém hién dai vé
sir chdt ché. Cudn sich nhd ndi ting cha ong « Para-
doxien des Unendichen » dd dugec xuét ban ndm 1830.
O day, Iin diu tién d3 thira nhan ring nhiéu khing
dinh ¢6 vé hi&n nhi¢n cé lién quan dén ham sd lién tyc

* Tiéng Birc: € Nhitng nghich 1y v& cai vé hans(ND)-



c6 thé va phai duge chirng minn n€u mudn ap dung
chung mot cach tong quat. CO thé 18y dinh 1y v& ham
moét bién sau day lam thi du:

Mot ham lién tuc bién x, durong tai mot gia tri x nao
do6 va 4m tai mot gia tri x khac trong mot khodng lién
tuc vadong a < x<(b
phai triét tiéu tai mot
gid tri {rang gian x
nao d6.Nhtr vay, néu
ham f(x) liéa tuc khi
x bién thién tir a dén
b ma f(a) << 0 va
f(b) > 0thico mot gia
tri « ciia bién x sao

H. 172. B vh 1¥ Bolxanod cho a < « < b va
{(2) = 0.

Binh 1y Bolxano phi hop rdt tdt voi quan niém lrue
gidc clia chitng ta v& mot duodng cong lién luc Lt phai
cét truc x tai mol diém nao do néu di ta phia nay sang
phia kia cta truc x. Trai lai, di€u nav la khong bat buge
d6i voi ham gian doan trén H. 197,

* 2, Chung minh dinh ly Bolxand T. sé& cho mot chang
suinh chit ¢h& cia dinhly nay. Theo Gaux vi cde nha toan hoe
tén khac thi ¢6 théthira nhan sy kién nay ma khongein chiug
minh. Muc dich ¢da ta 1a qui &jnh Iy Boélxand vé cac tinn
chiit <o bin caa hé théng s6 thuc, dac bict vé tién dé Dédekin—
Kantor v& cac doan thit. Mudn vay, ta xét doan I(a S<x b
trén dé ¢6 cho truée ham f (x) va chia doan I 1am ddi bdi

+ b .
27", Néu tai dim trung binh do

di&¢m trung binh x4 =

ta ¢6 f(x;) = 0 ihl chang minh {a xong. Néu f(x;) % 0 thi
f(x,) ho¥ic 1on hon hoic nhd nyn 0. Trong ci hai trudng hep
thi mot trong hai nita cia doan I s@ <6 tinh chat 1a diu cilia
cac gia tri cla ham Kx) & hai dau etia n6 khiac nhau.
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Ta ky hiéu doan d6 1a I;. Ta lAp lai qua trinh nay, chia
doan 1, lam déi, nhu vay & trung didm ciia I; thl hoge f(x) = 0
ho#c cé thd chon mét nira 1, clia doan I; ma d6i véi Ig thl diu
cic gia tri ham & hai diu khac nhau. Lip lai qui trinh nay,
rut cyc hodc ta ¢6 mot ddy cac doan thit Iy, Ig. Iye.. hodc thu
dugc sau mét buwéec mot didm tai d6 f(x) = 0. Trong trudng
hop thir nhit thi tien @8 Bed8kin — Kantor s& bio dim tdn
tai trong doan ban diu I moét didm & nio d6 thude vao moi
doan. Ta sé chirng minh f(&) = 0, tuc @ s& la mét diém ma
ta cin chung minh sy ton tai clia noé.

Cho 8&n diy, gia thidt v@ tinh lién tuc ciia ham f(x) con
chua dwgo dung toi. Bay gio ta s& dua vao gid thidt d6 dé
két thuc chirng minh biing phwong phap phan chung. Ta sé
ching minh (@) = 0 bing cach gidi thi&t dieu nguoc lai va di
dén mau thulin. Gia sk f(@) # 0, ching han f(a) = 2¢ > 0. Vi
bam f(x) lién tuc. cho nén ta tim dirgc mét doan J (c6 thd 1a
nhd) dai 20 c6 tAm & didm & sao cho gia tr] eda ham f(x)
trong toan doan khac f() it hon €. Sau 46, vi f(a) = 2€ cho
nén, c6 thé chic¢ chin f(x) > € tai mdi diém cta J, tirc 1
f(x) > 0 trong doan J. Nhung doan J 12 xac dinb, néu n dd
l&n thi doan nhd I, phii roi vao trong J vi diy cac d¢ dail,
din tél 0. O d&y ¢6 mau thuin. Thye vay, do cach chon foan
In suy ra ham f(x) ¢6 diu khac nhau & hai 8idm mut cia mdi
doan Iy, tirc 12 ham f(x) nhan céc gia tri 4m & dau d6 trén
doanJ. Do d¢6 gia thiét f(a) > 0 1a sai; hoan toan twong ty
f(x) < 0 ciing sai- Vay f(a) = 0.

3. Pinh ly Vaierstrax ve cwe tri MOt sir kién quan
trong va rit rd rang v& mit trire giac c6 lién quan dén
ham s6 lién tuc da duoc Karl. Vaierstrax (1815 — 1897)
dé cap d&n. Cé thé néi ong la mot ngurdri ¢6 trach nhiém
hon ai hét trong viéc ddu tranh cho xu huwréng chit ché
hi¢n dai trong gidi tich toan hoc. Pinh !y nay khing
dinh: Véu mgt ham f (x) lién tuc trong doan I (a <
x < b) k¢ ¢d nhitng diem miit cia khodng a va b thi
trong doan I phai ton tqi it nhat mét diém, tai d6 ham
f (x) dat gid tri l6n nhat M ciia né, va mot didm khdc
tai d6 ham f(x) dat gid tri m nhé nhdt ciia ré. Né6i
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mot cach triec quan, disu nay c6 nghia 12 dd thj cda
ham lién tuc n = f(x) phéi c6 it nhit mot didm cao
nhit va mot di8m th&p nhit,

Cin dic bidt nhdn manh ring khing dinh nay cé th
1A khong &ing ndu ham f (x) khong lién tuc & mot s
hitu han diém cia doan I. Chdng han, ham f(x) = I/x
khéng c6 gi4 tri 1&n nhit trong khodng 0 < x < 1 diu
rding n6 lién tuc trong khodng do. Bong thoi, mot ham
gian doan khong bdt budc phai dat t&i gia tri lon nhit
va nhé nh#t, tham chi cd khi n6 giéi ndi. ChlAng han,
ta xét ham ecuc ky » gidn doan f(x) xdc dinh nhwr saun:

’ f(x) = x khi x vo ti

f(x) = 1/2 khi x hitu ti.
trong doan 0 < x < 1. Moi gia tri ma ham s d6 nhan
d8u bao ham’ giita 0 va 1. Trong nhitrng giad tri d6 co
nhirng gia tri tdy ¥ gdn 0 vd 1 bao nhiéu cling dwroe:
ta thu dirge nhitng didm nay néu chon x vo ti va di
gin 0 hoic 1.Nhirng f(x) khong bao gior ¢6 thé bing 0
ciing nhr bing 1 vi d8i voi nhitng x hitu ti ta cé
[ (x) = 1/2 con d3i v&i nhitng x vo ti ta co f(x) = x.
Nhw vay ham khong dat toi gia tri 0 va 1 & didm
nao ca.

* Binh Iy Vaierstrax dwgc chirng minh gin gidng nhur cach
ching minh dinh 1y Bdlxand. Chia doan I thanh hai nira
khoing d6ng I’ va I’ va cha y @n I’ nhr mot khoang trén
d6 phai tim gia trj 16n ohit cla f(x) néu trong khodng I”
khong tim dirgc mot di€m = sao cho (%) l&¢n hon moi gia tri
clia ham f(x) trong khoang I'; trong truwdong hop nay ta s
chon khoing I'. Khoing ma ta 43 chon dwrge ky hitu 1a Ir. Bay
gid ta lai tién hanh véi I; nhu 43 ti€n hanh véi doan I,
va 8ugc doan Iz v.v... Qua trinh ndy sé xac dijnh mét
diy I, Ig,... I... nhitng doan long nhau ma 14t ca déu
chita mot didm z nao d6. Ta s& ching minh gia trf f(z) = M
etia ham tai didm @6 12 gia tri 1&n nhat trong t4t ci gia tri ma
ham f(x) dat tof trong doan ban diu; tic 1a, khong thé c¢,
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ditm s ma f(s) > M. Gia thir tim duoc didm s nhuw v4y thoa
man didu kién f(s) = M + 2% trong d6 € la mét s6 duong (co
th& rit nhd) nao 46. Do tinh lién tuc cha ham f(x) ta co th&
bao Qidm z bdng mdt khoidng nhé K khdng chiza di¥m s sao cho
trong khoing K, cac gia tr} ciia ham f(x) sai khac Nz) = Mt
hon € téc la trong, khoing K tét phai c6 f(x) << M+€. Nhung
véi n du lén thi khoing I, s& nim trong khodng K, ddng thoi
khoang Ip d3 dugc xac dinh sao cho kh6ng c6 mot gia tri f(x)
nio tai x ndm ngoai khodng In c6 th& virgt qua gia tri clia
him f(x) tai nhGng di®m x trong khoing 16.

Nhung didm s nim ngoai khoing I, va f(s) > M 4 €; trong
khi d6 thi trong khoing K, ciing chinh la trong khodng I, ta
c6 f(x) < M -|- €. Ta di dén mau huan.

S ton tai it nhit mot gia tri nhd nhat m ciing c6 the chirng
mioh dwgc theo phwong phip niy. Vi lai né 12 hé qua cua
céi truéc bdi vi gia tri nhd nhat cla ham f(x) la gia trj lon
nhat ela ham g(x) = — f(x).

Binh 1y Vaierstrax d&i voi ham lién tuc hai hoge nhigu bidn
$3 Xs yse.. cling duge chirng minh tuong ty. Trong trudng hop
na) thay céc khoang dong (k& ci cic didm muat) ta sé chon cac
mién d()ng, ching han nhu hinh chi* nhat trong mit phiing
X, y {ké ca chu tuyén).

Chirng minh ctia cac dinh ly Bolxand va Vaierstrax
c6 tinh chat khong kién thiét ro rang. Chung khong dé
suiit duge phrong phap dé tim « c6 k&t qué» vi tri clia
diém khong hodc gia tri 1&n nh&t va nho nhit cia ham
véi d6 chinh xac dinh trudc, sau mdt O hitu han thao
tac. Chi chirng minh dugc ban than sy 16n tai hodc
noi dung hon sie vé ly cha sr khonyg ton lai nhitng gia
tri dd néu. Tinh hinh nay chinh IA mét diém quan
trong ma nhitng « ngudi tree giac chi nghia» da khong
tan thanh. M¢t 83 trong bon he, tham chi con mudn
logi trir nhitng dinh ly twong tr kidu nay ra ngoai toan
hoc. Tuy vay, ngu¢ri nghién cuu toadn hoc khéng nén
ti€p thu nhitng y ki€n phan d6i 4y mot cach nghiém tuc
hon cai ma da 86 cac nha phé binh da lam.
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* 4 Dinh ly ve day — Tep hep compac Gia thor x,, X2
Xs... 1a mét day s6 vo6 han nao do gdm cac s khac
nhau hogc khong khac nhau nim trong doan I:

Ddy do co thé dian toi hoic khong ddn &1 ¢idi han.
Da the nao chdng nira, bao (]l()’ ciing c¢o the lrzch ra ti
mél ddy nhu thé, bing cach bd di mét sé s6 haag ctia
né, mot day véo han moiyy, Yo Yoo ddn téi gioi han o
trong doan 1.

Mudn chirng minh dinh ly nay, ta chia doan I thanh

hai doan I' va I” b&i diém gita x = a—;—b:
I: agxga—;b; I":az—gxgb.

it nh&t mot trong hai doan §y s& cé6 v6 s§ s8 hang x,

clia diiy co bin: ta biu thi né6 la 1;. Ta chon mdt trong

nhitng s8 hang d6 (x,) vA biéu thi né 1a y,. Ta ciing
1

fam nhu vdy voi doan I, Vi trén doan Iy ¢6 tap hop
vo han cac s6 hang x, cho nén it nhdt ching phai co
mit vo sO tai mot trong hai nira ctia I,. Ta bidu thi nira
do 1a I, I'réa doan I, ta 18y mot s3 hang x, (n >n;) va
biéu thi no la y,. Ti€p tuc nhur vay, ta dwge mot day cac
doanldng nhaul,L,.1,....va ddy y1,¥2Ys... cAc sd hang cla
diy co ban sao cho v, ndm trén doan I, du n nhu
thé nao. Diy cac doan nay thét lai dén mot di€émy cha
khoang va rd rang diy y;,Ye.Vs .. ¢6 gici han y. Do 12
diéu phai chirng minh,

* Nhitng lap luan ndy cho phép khiai quat héa mot logi
dic trung <ho toan hoe hién dai. Ta xét mét bién X chay
trén mot tap hop S nwo do, trong décé xacdinh khai niém
«khoang cach®. S ¢6 the 1a mot tap hop didm trén mit phing
hodc trong khdng gian. Nhu-ng d6 chwa phaild diéa cin
thiét. Chéng has, cing ¢6 thd S la mot tdp hoo tat cd cac
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tam giac trén mit phing. Néu X va Y la hai tam giéc c6 che
dinh tuong tag A.B,C vd A", B,C" thi €khodng cich? gilra
hai tam giac, c6 thé la sd¢

d(X,Y’ = AA’ 4+ BB’ 4 cC’,

trong d6 AA’ bi¥u thi khoing cach théng thuomg gifta cac
didm A vi A’ v.v.... Khi khédi niém « Khoing cach *®di dugc
dva vao trong tap hgp tht ta c6 th® dinh nghla khai
nidm ddy cac phin tir x1,x2:X3 «.. din téi gii han x cing 1k
mot phin tir cia tAp hop S. Ta hidu diéu dé 1a d (X, Xn)
— 0 khi n~+ oo. Bay gi¢, ta néi rdng tAp hop S la compdc,
néu tir méi d&y Xy. Xo. X5 ... cdc phin tir cida tdp hop do ¢6
the trich ra mét ddy con d@n 16i m@t gi¢i han X ndio dé thudc
vdo tdp hep S. Trong muc trude ta di chirng minh ring mét
doan déng kin a << x << b la compiic theo nghfa d3 néu. B&i
thé, khai niém tap hop compic c6 thd coi 1a sy khai quat héa
khai nié¢m doan déng kin trén truc 8. Ta lwu ¥ rng loin b6
truc a6 la khong compiac vi diy cac sd nguyén 1,2,3.4.5 ...
khong dan téi mét gioi han nao va khong chira trong no mot
diy con niao din t&i gioi han cd. Ciing vay, mot khoang mo
la khong compic, ching han khoang o <x=<1 (khong bao gom
nhirng didm muat). Thuc viy. diy 1/2. 1/3. 2/4 ... hoic mét
ddy con bit ky cda no din t&i giéi han O nhwng gi¢i hgn
nay laf khong thude khoing md& dang xét. Cling nhu vay,
c6 thd chirng minh ring mot midn cta mit phing gom
nhitng di¥m trong cita mdt hinh vudng ho#ic hinh chft nhat
nao a6 ching han. la khéng compic. nhung né s& tr& nén
complic sau khi ghép thém cac didm cia bién vao. Cing
dé dang chung minh tdp hop t&t cid tam giac co dinh
ndm trong hoic nfn trén dwong tron cua mét hinh tron
cho truoc la compac. Coé thé khai quat hoa khai niém
lien tyc trong truwong hop bién X chay trén mdt hop tuy y,
néu nhu trong tjp hgp nay khai niémn dan toi gioi han duge
dua vido. Ta no6i ham u (x), trong @6 u 1a sd thyc 1a lién tuc
tei phdn t& X néu voi moi ddy cac pbin tir XpXe.Xy ... €6
gioi ban X thi diy twong wng F(X;). F(X2). F(X3) w0 s& ¢6
gigi han F(X) (c6 th& cho mdt dinh nghia nho €, O) « Cing
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d¢ chirng minb rdng dina ly Vaierstrax con dung cho triedmy
hopmét ham  F(X) lién tuc mé rdug cho truoc trén mdt tip
hop compic ndodo :

Néu u = EF(x) 1a mdt him lién tuc rdc dinh véi moi phlin ta
cia mgt tgp hop compdc S thi phai cé6 mdt phdn Lt X ndo do
cda S d2 cho F(X) dal gid tri Ién nhiit & 46 va cé6 mél phlin tir
khdc d¥ cho F(X) dat gid tri nhé nhiit & do.

Chiung minh 13 khong c6 gikhd d6i vol nguol di nim dwoc
d&c di®m chung cda tu twdngching minh & day. Ta s8 khong
di xa hon nira theo huong ndy. Trong chuwong VIII ta s&
thdy ring dinh 1y Vaierstrax duoi dang tdng quat c6 gia tri
d&c bit 16n trong Iy thuydt cie cyc dai va cuc tidu.

§ 6. MOT VAI UNG DUNG cUA BINH LY BOLXANO

1. Ung dung hinh hoc Nh& dinh Iy Bolxané don
gidn vaA t3dng quat, c6 thd chirng minh m¢t 88 khéng
dinh ma thoat nhin thi hodn toan khong hidn nhién,
Trueoc hét, ta chirng minh mét kbing dinh sau day:
Né&u A va B la hai hinh cho truce trén mét mgt phdng
lht ton tqi mét dudng thdng ndo do trong mat phdng
ndy chia dong thei cd hai hinh thanh nhitng phdn twong
duong (vé dién tich). «Hinh» & day 1 moi bo phén
clia mjt phing gi¢i han bdi mot duong cong khép kin,

Ta bit diu chirng minh béng viéciira chon mot didm
¢ dinh trong mit phing va vé qua d6 mot tia c¢d dinh
PR ma tir d6 ta s& tinh goc. Du tia PS lam vé&i tia PR
mot géc x nhur thé nao, ciing ¢6 mdt duwong thing co
hudng song song voi PS va chia hinh A thanh nhirng
phin twrong duong. Thie vdy, ta 1&y mét trong nhirng
dirong thing c6 huwéng song song v&i PS va & mot phia
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__________ cla hinh A:gid sit do 12
% duong thing 1. Ta tinh
tién song song |, sao cho
& vi tri cudi ciang (ta goi

la 1;), hinh A 43 & v&
g
e .-.-‘,..--.. phia khac (H.173). Trong
2 SR A .

2 truédng hgp nay, bam i
higu cia dién tich phin
hinh A ndm bén phii
durong thing ¢6 huéng va
dién tich phdn hinh A
ndm bén trai (« bén phai» — « phiadong», «bén trdi»—
«phia tdy », néu nhw dueong thdng dugce dink hwong
«lén phia bic»), Ching han ham co6 gia tri dwong ddi
voi vi tri cuia duong th8ng 1, va cé gia tri Am d8i voi
vi tri ctia duong thdng l,. Vi ham s3 nay la lién tue,
cho néntheo dinh ly B6lxano, no sé triét tiéu tai mot vi tri
trung gian nao d6 clla dwong thdng ma ta bidu thj la
1, va d7 nhién, luc nay binh A bi chialam d6i. Nhu vay
du x 12 bao nhiéu (0° < x << 360° vin c6 mét duwong
thing 1, chia A lam doéi.

Bay gio ta bidu thi y = f (x) 1 hiéu gilra dién tich
cac phiin clia hinh B bén phdil, va dién tich phin cla
B bén trai I, P& x4c dinh, ta gid thi duong thdng 1,
song song v&i PR vA chia A lam do6i s& c6 phin dién
tich B & bén phai lon hon bén trai, lic d6 y duwong
khi x == 0°, Gid thir bay gio x tdng d&n 180°, khi do
dudng thiing ly, song soug v&i PR va chia A lam doi
s€ tring voi 1, (nhung theo hrréng d8i lai, phia « phai »
va phia « trai» ddi chd cho nhau). Khi d6, rd rang cac
gia tri y khi x = 180° va khi x=0° la hai s8 d3i nhan.
Viy 1A ham 20a x lién tuc voi 0° < x < 180° (hitu céc
ditn tich dd noi, tat nhién, s& bi€n thién lién tuc khi
quay duong thing cét), cho nén phai c6 mot giad tri
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X = &« nao do ma tai do y trig¢t tieu, Nhung lic do
duong thdng 1, s& dong thoi chia doi cd hai hinh A va
B. Dinh ly d&@ dwoc chirng minh. C&n Iuwu y ridng ta dd
xac nhén duge sy (0n (@i clia duvng thing ca. tinh chit
dad cho nhung khong chi ra dwge mot qui trinh xéc
dinh d& dung n6: day
la nét d¥c trung cua
nhitng chirng minh
toan hoc «thudn tiy»
v& sur ton tai.

Sau day la m¢t bai
todn twong tg: Chia
m¢t hinh A cho truéce
trén m§t phing lam

lrvs0

bdn phin trong duwong
blng hai duong thing g 174, Chia di¢n tich lam
vuéng goc. Mudn chirng bon phin bing nhau.

minh sy t6n tai cha

loi giki, ta quay trd lai 1oi gidi bai toan trén & giai
dogn da dwa dudng thing 1, vao nhung hinh B cén
chra dugce dua vao trong 13p lugn. Ta xétduong thing
L 490 VUONg goC Vv&i I, va cling chia A Jam doi. Néu ta
danh s bdn phan ciia A nhu di chi trén H. 174, thi d7
nhiénta c6: A, + Ay =A; + A, vAd Ap + A, = A; A,
Trir di, ta c6: A; —A; = A, — Ay, tire 1a A; = A; va
AS == A‘.

Nhu véy, s tdn tai 1oi giai cia bai toan sé duge
chirng minh n€a ta xac lap duoc swr ton tai goc a san
cho d3i v&i dudng thiing 1, thi ding thac Ay () =
== A, (a) giftra hai phin ciia hinh dugc thoa mén vi tir
ddy s& suy.ra sy bing nhau clia cad bdn phidn. B4y gio,
ta xét ham y = f (x)

f(x)=4A;(x)— Ay (@
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trong d6 A, (x) va A (x) la cac phdn cia hinh, trong
ng voi dudng thing 1,. Gid thir, khi x =0° thif (0) =
== Ay (0) — Ay (0) > 0. Nhur v4y, khi x = 90° ta cé:
£(90)=A, (90)—A: (90)=A, (0)—A, (0)=A, (0)—A, (0)<0.
Nhirng vi f (x) 1a4 ham lién tuc cho nén v&i mot gia tri
a nao dé & gidra 0° va 90° ta c6 f(a) = A, (a) — Ag(a)=0.
Nhr viy, cac dudng thing 1, va l,,o 88 chia hinh
thanh bdn phin trong dwong.

Nhirng bai toan nay dd dugc khai quat cho trwong
hgp ba hofc nhiu hon ba chidu. Trong truong hep
ba chiéu thi bai todn thir nh&t dugc dién dat nhur sau:
Cho ba vat thé khong gian, tim m¢t mit phing chia
ddng thei mdi vat thd ra lam déi. D& chirng minh, ciing
c6 the dira vao dinh Iy Bolxané. N&u s8 chidu lén hon
thi mét kbdng dinh tvong tir cling diing nhung cin 4p
dung nhirng phuong phap tinh vi hon d& chirng minh.

2. Ung dyng vao mot bai tokn eo hee. Ta ké&t thic
chrong nay véi viée xem xét mdt bai toan co hoc, ma
thoat nhin c6 vé kh6 nhung lai gidi degc rét don gidn
béng cAc ki€n thire co lién quan dén tinh lién tuc (Bai
toan da dwoc G, Uytni d& ra). Ta gid thi&t mot xe lira
chay trén mot doan dudng thdng tir ga A dén ga B
trong mdt khoang thoi gian hiru han nao d6. Hoan toan
khong gia thiét gi v& chuyén dong la ddu bay chuy2n
dong 1a co6 gia t&c khong dbdi. Trai lai, xe c6 thd chuyén
dong tdy y: co6 ting t8c, c6 chim lgi, khoéng loai trir
truong hgp dirng lgi trong chdc lat hodc tham chi co
thé quay tr& lai trén tirng doan truéc khi di toi B.
Nbung du chuydn ddng nhur th& nao, toan bé thdi gian
chuyén dong ciing dugc coi la bidt triréc; noi cach khac
thi mot ham s = f(t) dwgc coi la cho truwéce, trong do
8 la khodng cach tir xe lira dén ga A, con tla thoi gian
tinh tir hic khéi hanh cla xe. Mot thanh rin ningdugc
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bét ban 12 vio san mot toa ze, thanh nay cé thé quay
xung quanh mét truc song song voi truc ciia toa xe ma
khong c6 ma sat (ta gia thiét khi ti€p xuc véisan xe thi
thanh d6 s€ ndm lai trén san néu no khong e nhaylén»
mét lan nira). BAi toan la nhu sau: Khi xe bdt diu
chuyen dong, liéu co the dgt thanh rdn ¢ mot vi tri ban
ddu ndo do, ticc la cho n6 mét géc nghiéng nao do de
cho, trén toan bd qudng duong, thanh rdn rhéng roi
zudng san dudi tdc dung clia chuyén dong xe lita va
trong lrong riéng ciia né ? Thoat tién, ¢6 th& kho tin
ring, voi mot lrge dd chuy®n ddng xdc dinh truoc cia
xe l&ra nhir vay thi lire tdc dung twrong hé cia trong
Irc va phan Iirc lai c6 thé dam bdo sir cAn bing cén
thi&t ciia thanh trong mot diéu kién doy nhit — viéc
Iirra chon vi tri ban ddu thich hgp. Bdy gio ta sé chung
minh ring luon ludn c6 mot vi tri ban ddu nhu vay.
May méan la chung minh khéng doi héi kién thirc
chinh x4c vé cac dinh luat dong hoc (dira vao cac dinh
luat d6 d& giai mot bai toan la cyec ky kho) Chi cdn
thira nhdn m¢t gia thi&t co ndi dung vét iy : chuyén déng
tiép sau cia thanh phu thugc lién tuc vao vi lri ban diu
ctia nd; dic biét, néu & vi tri ban ddu cho trudc trong
thoi gian chuyén dong, thanh roixudng san & mot phia
thi, voi moi vi tri ban dda sai khac voi vi tri déd cho
rét it, thanh sé khong roi xudng san theo phia ngugc lai.
Bay gio-ta leu ¥ rdng, trong moi thoi didm, vi tri cda
thanh dwgc xac dinh bdi géc « ma nd lam vai san xe.
Cac goc a = 0° va a = 1800 ung vo&i hai vi tri ndm
ngang ddi nbau. Ky hi¢u x’la gia tri cia goc. « & vi tri
ban ddu ciia thanh. Chirng minh cda ta s& la gian ti€p,
phu hgp voi tinh ch&t ton tai thudn tuy ctia bai toan,-
Gil thir bao gio thanh ciing 8€ roi vé phia nay holic v&
phia kia cta san xe, tirc 12 « s& nhan gia tri 0° hoic
130¢, Khi ta xac dinh m¢t ham f(x) voi diéu ki¢n
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{(x) = 1 hojc (—1) tuy theo thanb rdn roi xudng phfa
teong tng voi x = 00 ho¥c « = 180° Tinh chit cua

H. 175. Bai todn Uyint

bam f(x) 12 nhu sau: n6 drge cho trén doan 00 < x
< 1809, lién tyc trén do va [(0) =1, {(180) = — 1. Theo
dinh ly Bolxand, ¢é6 mét gia tri trung gian x nao dé
(0° < x < 180°) 4& c6 d3ng thirc f(x) = 0. Pién nay
mau thudn voi gia thi&t ham f(x) chi nhan cac gia tri
-+ 1 va — 1. Vay gid thi€t cha ta bi bac bd.

Rét r5 rang rdng, chirng minh dd néu c6 tinh ch#t
thudn tdy ly thuy&t, b&i vi n6 khong cho dure mét chi
d&n nao d& xac dinh vi tri ban dau phéi tim clia thanh
rén, DOng thoi, néu nhw cé thé tinh todn chinh x4c
tuy¢t ddi bAng Iy thuy&t vi tri d6 thi do tinh khong
b&n virng, né s& khong co fch gl trong thize tién. Chéing
han, trong m¢t tredng hop gioi ban, khi xe khong
chuyln déng trong sudt « cudc hanh trinh» thi loi gidi
tét nhién 1A x =90°, Nhwng b&t ky ai di dinh cén biing
mot chi€e kim & vi tri thing dirng trén mit ndm ngang
tron nhdn thl d&u hidu 10i gidi do la khong thge hién
dirgce trong thure t&. Nhuag v& quan didm toan hoc thi
chirng minh di néu ¢6 mot ¥ nghia rd rang.

*
* &
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B® SUNG CHI'OYNG VI

NHONG THf DU TIEP THEO
VE G101 HAN VA LIEN TUC

§ 1. CAC THi DU VE GIOI HAN

L. Cac chu y tdng quat. Trong nhiu trwong hop,
tinh hoi tu cia m¢t day a, co thd ching minh theo
lrge d8 sau day. Ta xét hai diy khac b, va c, ma cac
86 bang clia chung néi chung, c¢6 cfu tric don gidn
hon va c6 tinh chdt:

bn < a‘ < c- (1)
voi moi gid tri n. Khi d6, néu chirng t6 rdng cdc ddy
b, va c, cé cang mgt giéi han « thi c6 the khing dinh
ddy a, ciing c6 givi han a, D& nghi ban doc chirng
minh dinh Iy nay.

R0 rang, vi¢e 4p dung luge d6 dd néu doi hdi phai
lam toan v&i cac bat ding thirc.

1.Néua>b thi a4+ c>b 4 ¢c (co th® thém vao
hai v€ bdt ddug thiue cang mot sd).

2. N&éu a > b va ¢ duong thi ac > bc (¢6 thé nhan
bit ddng thirc voi mdt s8 dirong).

3.Néua>b thi —b > — a (chiu cia b#t ding
thirc thay ddi khi nhan véi —1). Ching han, néu 2 < 3
thi —3 < — 2.

4, N&u a va b cang ddu thi tir bt ddng thica <b
suy ra l;a > 1/b.

5./a4-b/ < /a/ 4 /b .

2. Gioi hgn q°. N&u q 1a mot 83 16n hon 1 thi cac 58
hang cia diy " sé t#nz vo han. Thi du g =2 thi q,
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q?, g3... sé ting vo6 ban. Nhirng diy nhu thé «sé tiér
t&i vo hanv, TOng quat, ching minh nay dua trén bt
ddng thuc quan trong:

(1 + h)®>1 4+ nh > nh @
trong d6 b 1a 88 duong tuy v. Ta d§t q = 1 + h trong
dé h > 0; thé thi:

q" = (1 + h)® > nh
Gia thr k 1a m¢t 8§ dwong lon tuy ¥, chi cén chon

n> % d& co bit ding thirc

q" > nh > k
nghla 1a q" — o<. Néu q = 1 thi m¢i 85 hang cia day
b3ng 1 va gioi ban cta day 1a 1. Néu q Am thi ddu cia
q" s& xen k&, vad q > 1 thi khong c6 gidi ban.

Ta dd xac nh4n riing néu — 1 < q < 1thiq® — 0. &
d4y ta s& néu mot chirng minh khac rit don gian. Ta
3¢t trudng hop 0 << ¢ < 1. Khi d6 cac sd hgng cia ddy
4, q2, @°... don di¢u giam va duong. Do d6, ddy cé
gioi han: " — a, Nhan hai v& cia h¢ thuc cudi cung
voi q ta co: q"t!' — aq. Nhung ¢°t! phai c6 cung gidi
han v&i g° vl néu ta ky hi¢u tdng chi sd Ién la n hay
la n 4+ 1 thi bdn chédt khong thay ddi. Vay aq = a hojc
a(q—1) = 0, Theo gid thi€t 1—q + Otasuyraa =20

Néu q = 0 thi kb&ng dinh trén la tdm thuong. Néu
—1<q<0thiO <|q| <1, béi thé theo di€u vira
chirng minh thi |q"|=|q|"— 0. Nhueng khi do
q" — 0 voi didu kién | q | < 1. Ching minh da két
thac,

3. Gioi hen Vp Days8a, = Vp , tirc 1a diy s8 p,
VeVp,» VP, .. 6 giti han 1 du p la s& dwong nhu
th& ndo:

Vp — 1khin — oo (3)
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(ky higu V'p bidu thi cin duwong bac n. Néu p Am, n
ch3n thi khong c6 cén s3 thiee bac n).
Ta s& chirng minh h¢ thie (3). Triréc hét, gid thi&t
ring p > 1, nhu thé thi Y p > 1. Ta dit:
Vp =14 h,
tronyg 46 h, 14 mot legng dirong phu thudc vao n. Ta
bat déng thire (2) suy ra

p = (1 + h,)" > nh,
Chia cho n ta dwge: 0 < h, << 2
n

Vi hai ddy b, = 0 ¢a ¢, == p/n d&u co6 gioi han 0, cho
nén theo 14p lujn di néu & muc 1, h, ciing c6 gioi han
0 khi n ting va khing dinh cia ta da dwgc chirng minh
voi p > 1. O day ta gip mot thi du rit didn hinh, khi
hé thicc gidi han, trong treong hop b, — 0 cho truoe,
digc xac nhan bing cach bao him h gilta hai can ma
gioi han cla cac can ndy dage x4c dinh don gian hon.

Ti¢n the, ta tim dugc mt danh gia cho hi¢u h, gita
¥ 'p va 1: hieu do tit nhién phai nhd hon p/n.

NénO<p <1thh Vp < 1;cothd dit Vp =

1+h,
trong do b, 12 m¢t s8 dirong phu thujc vado n. Suy ra:
1 1
p = i ’
(1+ hn) nhn
tirc 1 0<h, <L,
np

hay h, din t&i 0 khi n — oo. Th& thi t&t nhién Vp — 1.
Tac dung « cAn bing » ciia phép khai céin bic nla & chéd
cac k& qua cha phép khai cidn v&i bac ting lién ti€p
ot 86 deonyg cho treée ddn toi don vi vin con ding
trong trueong hop bin than bidu thire duoi cin thay
ddi. Bay gid, ta s€ thir lai rding:

¥n -1 khin — o
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Aot meo nhd s& giupta diga vao bit d3ng thire (2) mat
tin nita. Thay cho cin bic ncaa nta ldy cfin bic n cva
Vn. Dit Vin =1+ k,, trong d6 k, 1a m{t lugng
dwong phu thudc vao n. Dya vao bit diag thic (2)
1a co:

Vyn = (1 4+ k)" > nk, hay,

1
kn V_/E_
< Vn
vay,1<i/n=(1+k,,)2=1+2kn+k;f<
2 1
<1+ '/—""{_"

V& phai clia b#t ddng thirc nay dén t&i 1 khi n —» oo,
do d6 cfing 6 thd néi nhur vy véi V n.

4. Cac ham gian dogn drge coi nhu giéi han caa cac
ham lien tyc. Ta s& xét nhirng ddy 2, trong do6 cac s6
hang a, khong phai la hing s0 ma 1a nhirng ham bién
X, tirc 1a a, = 1, (x). Néu mdt diy nhur vdy la hoitu
thi gi&¢i han clia no6 ciing 12 mét ham cua x.

f(x) = limf (x).

Céch bidu dién m¢t ham f(x) dwéi deng giéi han cla
moét ham khac nhur th€ thudng td ra ¢6 ich, bdi vi bing
cdch dé thi cdc hAm « phire tap hon » s& dugce qui vé
nhitng ham «don gian hon s.

B¥c biét, dicu nay duge the hi¢n trong khi xem xét
nhitng ¢dng thirc twong minh nao d6 d& xac dinh cac

ham c6 gian doan. Ching han, xét day f,(x) = 1
1+ x
1 :

Kbi/x/ = 1taco x2* =1 va I(x) = PR tre la

fn(X)—’T.
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M&tkhac kbi | x | <1 taco x*" >0 va f (x) — 1; sau
cuang, khi | x | >1tacéd x* oo, cho nén f (x)—0. Tom lai:

lkhij{x}| <1

. 1 1.
f(x)=l|m m—;;= ?khllx' = 1
Okhi |x|=>1

Ta thdy ham gidn doan f(x) dugc bidu thi nhuw 14 gioi
ban ctia m¢t ddy ham hiru ti lién tuc.
Mot thi du twong tr dang lueu y duwge cho béi didy:
x2 x2 x2
f x = xg o0 ——— .
o(X) +1+x2+(1+x2)2+ +(1+x2)n
Khi x = 0, moi ham fy(x) triét tiéu, vi th& f(0) =

— 3 — . \‘ .
= Limf,(0) = 0. Khi x + 0, bitu thirc -

nho hon 1,1y thuy&t cdp s8 nhan cho phép khiingdinh
rding f (x) héity khi n — . Gi¢i ban, tire 12 tdng cla
2
cdp s nhanvé han, bing LI xt =14 =%
1—q 1 — 1
14-x%

Nbu vay, f(x) din t&i bam f(x) = 1 4 x2khi x + 0 va
toi f(x) = 0 khi1 x = 0. Ham f(x) c6 gian doan khir
dugec tai diém x = 0.

* 5. Cac git¢i han trong phep 1ap. Ta thuong phai xét
nhirng ddy ma céu truc nhu sau : a,4, duge suy ra tir
a, bdng nhirng phép toan nhir khisuyra a, tira,_,; theo
qui trinh d6 ta tinh dwgc mot s§ hang tuy y cua diy n&u
biét s6 hang ddu. Ta goi né 1a mét qui trinh < l§p ».

Co thé dung didy saa lam thi du:

DVI+L, yI+72, Vit VT +y 7z, ..

Mdi 88 hang dwec suy ra tir s hang trage bdng cach
thém vao mot don vi rdi khai phwony. Bai thé, diy
duoc xac dinh bdi hé thire:

a =1; 5.y = \/H—an

dirong va




Ta tim gi¢i han cia né6. Tdt nhién, khi n > 1 thi
a, > 1. Hon nira, ddy la don dié¢u téng, vi:
an*? - a: = (1 =+ an) - (1 + a,—1) = a, — an_-_T .
Vi'a,> a,_, cho néna,;, > a,; nhung a,—a; = {2—1>0
cho nén a_ ., > a, wi moi n (theo qui nap). Ngoai ra
ta lru y rling ddy dang xét 1a bi chin.
Thye vay;
a4 = 1+an<1+an+, =1 + 1
a,+1 a4 2,4
Theo nguyén ly vé cac ddy don diéu ta suyrasy ton
tai ciia gioi han: a, — a va 1 <<a < 2. Nhung r3 rang
a la nghiém dwong cia phuong trinh x2 = 1 + x, Thue
vay, h¢ thue a3 =14 agkhi n — oo cho ta a? = 1+a.

Gidi phurong trinh nay ta duge a = 1__i215_

< 2.

Nguoc lai, clingdé thay c6 thé giai gin diing phirong trinh
béc hai nay véi dé chinh x4c tuy ¥ bing quitrinh 14p.

Nho phép ldp ta con co thé gidi nhitng phuwong trinh
dai 8 kbac. Ch3ng han ta viét phuwong trinh bic ba

x3 —3x+ 1= 0 dudi dang x =

3—x2’
sau d6 chon moét 88 tuy ¥ lam a,, chding han a; =0 ta
s& ti€p tuc xac dinh duoc ddy a, theo cong thuc

1
g4 = 3—-8,2,;
& day, ta dugc:
1 9
= — =0,3333...; a, = — = 0,3461 .., ;
a2 3 3 26
= O g3z,
1947

C6 thd chung minb rdng ddy dé6 ¢6 gidi han bing
nghiém ctua phrrong trinhbic bada cho,tirciaa=0.3473...
Nhirng qua trinh l4p loai naycé y nghia rit lon trong
toan hoc, boi vi nho d6 ta di cho duoc da sd cac
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phép «chirng minh tontai » Chungrit co ich trong nhirng
phuaung phap giai gin ding cac bai todn khac nhau.

§2. THi DY VE 1iN4 LIEN TyC

Mudn chirng minh mt cach hinh thirc hoa tinh lién
tuc clia mot ham cho truede, phai kidm tra lai theo dinh
nghia néu & §4 chuwong VI, Co6 khi qua trinh do rit
<bng kénh, nhung may min la ta c6 thé dwa vao didu
8€ churng minh trong chuwong VIll, do la: tinh lién tuc
suy ra duge tir tinh kha vi. Boi vi tinh kha vi s& duoc
xac nhan mot cach c6 hé thdng cho tat ca cac ham socép,
cho nén chingta s€ tir kiém ché khong néu & day nhitng
chirng minh hay v& tinh lidn tuc cia cac ham nhiéu loai.

Tuy nhién, d& minh hoa tip tuc cho dinh nghfa
tong quat, ta sé xét théem mot thi dy nira, d6 1a ham

1
f(x) e
Ta c6 quyén han ch& sir bién thién c6 the duwec cilia x
trong mot khoang doéng |x| < M, trong d6 M lon tay
y. Sau khi viét :

R R S
f(x;) — f(x) = 13 1408 (lJ—X’)(l+xf)
= (x—x,) ———————X'H'
(1+x9)(1+x’)
ta thiy rdng voi | x| << Ms€ c6 |x, | <M Suyra

b&t d&ng thire
)~ | < x—x|.]x+x, | < x—x, | .2M
Tirc 12 hidu & v& trai s& trd nén nh6 hon 36 dirong

cho trudc voi didu kitn: | x,—x [ << =

2M
Phdi nh#n manh r&ng ta con qué rdng rdi trong
nhitng sir ddnh giA d6. Ban doc thdy durgc d8 dAng
réing, tai nhirng gia tri loncla x va x; ¢6 thd théa min
4ugc nhitng gid tri khd lon cua d.
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